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APRESENTAÇÃO 


O presente trabalho é uma nova versão, bastante reformulada e com algumas am- 
pliações, de Álgebra moderna, dos mesmos autores. Dois motivos principalmente levaram 
à essas mudanças: de um lado a constatação de um certo desgaste da versão anterior, no 
que se refere à redação e à abordagem, inevitável quando se considera o tempo há que a 
obra está em circulação — cerca de duas décadas e meia — e que ela foi escrita ainda sob 
alguma influência da corrente da matemática moderna; de outra, o fato de ter alcançado e 
mantido, ao longo desse tempo, uma boa aceitação por parte de estudantes e professores 
de cursos de matemática, comprovada pelas várias edições e reimpressões alcançadas durante 
esses anos, 

Levando em conta o primeiro desses motivos, o livro foi totalmente reescrito, numa 
linguagem muito menos permeada de simbolismos que a das edições anteriores, com vis- 
tas a tornar a leitura mais leve e agradável, e com muito mais exemplos e ilustrações. 
Procurou-se também, na medida do possível, evitar a iniciação a um dado assunto sem 
algum comentário ou observação inicial que pudesse servir de motivação para seu estudo. 
Também a título de motivação, todos os capítulos apresentam notas e/ou observações históri- 
cas referentes às origens de alguns dos tópicos tratados, importantes, ao nosso ver, em face 
do caráter abstrato da álgebra moderna. Não se tratando de obra que prioriza as aplicações, 
até pelo seu caráter introdutório, busca-se, com essas notas e/ou observações, mostrar de 
onde vem a álgebra moderna, o que pode constituir uma pista importante para o leitor 
vislumbrar a origem e o alcance de alguns dos métodos desse campo da matemática. 

Efetivamente, apenas um dos tópicos focalizados na presente edição não figurava, de 
alguma maneira, nas anteriores: aquele contemplado no capítulo | com o título Noções sobre 
conjuntos e demonstrações. Talvez desnecessário quando da primeira redação, esse tópico 
nos parece muito importante na presente conjuntura das licenciaturas em matemática, área 
para a qual se destina principalmente a obra, De fato, apesar de ser bastante moderado no 
uso do formalismo matemático, o livro faz um estudo sistemático do assunto alvo e, portan- 
to, compreende um número considerável de teoremas e respectivas demonstrações. Ora, é 
bem sabido que hoje poucos alunos chegam à universidade com alguma experiência em de- 
monstrações e que essa lacuna às vezes não é preenchida antes de iniciarem um curso de 
álgebra. Mas não se vai no assunto, nesse capítulo, além do mínimo necessário como pré- 
requisito para um entendimento suficiente do método matemático e a abordagem é proposita- 
damente despretensiosa e informal. 

O capítulo Il, introdução à aritmética dos números inteiros, sofreu dois tipos de altera- 
ções em relação às edições anteriores: além de ter sido ampliado com um estudo das 
equações diofantinas lineares de primeiro grau, em duas incógnitas, e do problema chinês 
do resto, recebeu na presente versão uma abordagem mais pormenorizada e mais rica em 
exemplos e aplicações. Sem falar no seu papel como pré-requisito para os capítulos que o 
seguem, a ênfase maior dada a esse tópico deriva de duas razões que se integram: (i) a 
importância crescente de suas aplicações — na criptografia, por exemplo; (ii) o fato de o 
assunto muitas vezes ser ignorado nos cursos de matemática, com prejuízo considerável 
para a formação dos futuros professores e pesquisadores. 
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Como nas edições anteriores, o capitulo III, Relações, aplicações, operações, é muito es- 
miuçado, abundante em detalhes, talvez mais do que nenhum dos outros, porque, além de 
também ser um dos pré-requisitos básicos para os capítulos centrais do livro, envolve assun- 
tos que fazem parte do ensino de matemática no ciclo básico que cumpre valorizar por si 
mesmos e ajustar às necessidades do desenvolvimento da matéria. 

Os capítulos IV e V focalizam, respectivamente, a teoria básica das estruturas algébricas 
de grupo e anel (com seus subcasos mais importantes). O capítulo IV, Grupos, além das mu- 
danças de caráter geral já mencionadas no que se refere à linguagem e abordagem, com én- 
fase maior nos exemplos, apresenta como novidade um estudo mais abrangente e sis- 
temático dos grupos de permutações. Quanto ao capítulo V, Anéis e corpos, houve a incorpo- 
ração do tópico destinado ao estudo da compatibilidade de uma relação de ordem com a 
estrutura de anel, que na versão anterior constituía um capítulo à parte. 

O capítulo VI, Anéis de polinômios, foi totalmente reformulado. Nas edições anteriores, 
introduzia-se o conceito de polinômio sobre um anel como uma sequência quase-nula de ele- 
mentos desse anel, Essa definição, se tem a vantagem da generalidade, e até de proporcionar 
uma certa facilidade algébrica para desenvolver a teoria que segue, tem o inconveniente, 
para quem está iniciando o estudo do assunto, de ser muito artificiosa. Preferimos, conside- 
rando o objetivo da obra, definir polinómio sobre um anel de integridade infinito como 
uma aplicação (função polinomial) e depois, considerando a hipótese feita sobre o anel, provar 
e explorar o princípio de identidade de polinômios. 

Entre as propostas da obra, uma era a de incluir um tópico final que, digamos assim, 
fugisse um pouco ao “básico”. Inúmeras escolhas poderiam ser feitas. Mas optamos por Anéis 
principais e fatoriais, título do capítulo VII, considerando tratar-se de uma generalização natu- 
ral da teoria da divisibilidade no anel dos inteiros, que, por isso mesmo, não exige muito 
em termos de conceitos novos mas, não obstante, dá uma boa idéia inicial do alcance dos 
métodos da álgebra moderna. 

No que se refere à redação do livro, o trabalho foi dividido entre os autores da seguinte 
maneira: 

Professor Hygino H, Domingues 

* Toda a teoria e exemplos dos capítulos |, Il, IV, V, VI e VII. 

* Os exercicios, propostos e resolvidos, dos capítulos | e II, inclusive respostas. 

* Todas as notas históricas. 

Professor Gelson lezzi 

* Toda a teoria e exemplos do capítulo Ill, em parceria com o professor Hygino. 

* Os exercícios, propostos e resolvidos, dos capítulos II), IV, V, VI e Vil, inclusive respostas. 

Finalmente, nossos agradecimentos a todos os colegas que usaram a obra em suas edi- 
ções anteriores, especialmente os da PUC-SP e Unesp de São José do Rio Preto, com os quais 
compartilhamos o uso desse material por certo tempo e que, com seus comentários even- 
tuais, nos deram algumas pistas para as mudanças presentes. 


Os autores 
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CAPÍTULO | 


NOÇÕES SOBRE CONJUNTOS 
E DEMONSTRAÇÕES 


1-1 SOBRE CONJUNTOS 
1. NOTA HISTÓRICA 


A teoria dos conjuntos foi criada por G. Cantor (1845-1918), com uma série de 
artigos publicados a partir de 1874. Embora russo de nascimento, Cantor fez carrei- 
ra na Alemanha, para onde sua família se mudara quando ele era criança. Depois 
de doutorar-se na Universidade de Berlim, em 1867, com uma tese sobre teoria dos 
números, passou a trabalhar na Universidade de Halle, onde ficaria até o fim de sua 
carreira acadêmica. 

Por volta de 1870, quando estudava o problema da representação das funções 
reais por meio de séries trigonométricas, sua atenção se voltou para uma questão 
com a qual seu espírito tinha uma afinidade natural muito grande: a natureza do 
infinito. Esse foi o ponto de partida da criação da teoria dos conjuntos. 

Além de tudo, os trabalhos de Cantor sobre teoria dos conjuntos exigiram uma 
boa dose de coragem científica. De fato, ao estender a idéia de "cardinal" para con- 
juntos infinitos’, Cantor estava considerando a infinitude destes como algo efetiva- 
mente atual e não apenas potencial, como se aceitava até então. 


Diz-se que dois conjuntos tém o mesmo “cardinal” ou a mesma cardinalidade” se seus elementos podem ses postos em corespondência biunivoca. 
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O grande mérito de Cantor foi perceber a existência de uma hierarquia para os 
cardinais transfinitos. Assim, todos os conjuntos cujos elementos podem ser postos 
em correspondência biunivoca com os elementos do conjunto dos números natu- 
rais têm o mesmo e o “menor” cardinal transfinito. Trata-se dos conjuntos enumerá- 
veis. Entre estes encontram-se, por exemplo, o conjunto dos números inteiros e, 
surpreendentemente, o conjunto dos números racionais. Cantor, mostrou ainda que 
o conjunto dos números reais tem cardinal “maior” que o dos conjuntos enumerá- 
veis e que esse cardinal é “igual” ao do conjunto dos irracionais, algo que contrariava 
a velha idéia de que o todo tinha de ser maior que a parte. E mostrou que a escala 
dos cardinais transfinitos não tem limite; sempre há cardinais “maiores” e “maiores”. 

Tão surpreendentes eram alguns dos resultados encontrados por Cantor que 
ele chegou a dizer sobre um deles:"Vejo, mas não acredito”, Assim, não é de espan- 
tar o fato de que grandes matemáticos tenham rejeitado seus trabalhos, L.Kronecker 
(1823-1891) chegou a chamar Cantor de charlatão da ciência. E até havia razão para 
algumas dessas críticas, pois construída inicialmente sem preocupações com seus fun- 
damentos lógicos, a teoria dos conjuntos, antes de ser satisfatoriamente axiomatizada 
no século XX, gerou paradoxos que chegaram a confundir e inquietar os matemá- 
ticos, até mesmo os “cantoristas”, 

Mas, para o progresso da matemática, prevaleceram opiniões como a de B, Russel 
(1872-1970), que considerava a teoria dos conjuntos como “provavelmente a mais im- 
portante [descoberta] que a época pode ostentar” ou a de D. Hilbert (1862-1943), 
que disse: “Do paraíso criado por Cantor ninguém nos tirará”. 


2. CONJUNTOS 
2.1 Introdução 


O conceito de conjunto é certamente um dos mais importantes da matemática 
contemporânea. Como sinônimo de conjunto, no sentido aqui considerado, podere- 
mos usar sem distinção os termos “classe” e “coleção”, Um conjunto é formado por ob- 
jetos, de modo genérico chamados de elementos, que, por um motivo ou outro, con- 
vém considerar globalmente. Não há restrições quanto à escolha dos elementos de 
um conjunto, salvo que excluiremos a possibilidade de um conjunto ser elemento 
dele mesmo. Assim, não há nenhum inconveniente em considerar, por exemplo, um 
conjunto formado por um número real, uma bola de futebol e um automóvel. 

Costuma-se indicar os conjuntos por letras maiúsculas e seus elementos por 
letras minúsculas de nosso alfabeto. Se um objeto a é elemento de um conjunto U, 
dizemos que “a pertence a U” e denotamos essa relação por a € U. Caso contrá- 
rio, dizemos que “a não pertence a U” e escrevemos a E U. 


E 8 € 


2.2 Descrição de um conjunto 
Comumente usam-se três procedimentos para definir um conjunto. 


«+ Descrever seus elementos por uma sentença. Por exemplo: 

— conjunto dos números reais; 

— conjunto dos planetas do sistema solar. 

+ Listar seus elementos entre chaves. Por exemplo: 

12,4,6,8, 10) 

10,1,2,3, o} 

(No segundo exemplo, como se vé, só os trés primeiros elementos foram listados, 
mas mesmo assim não há dúvida de que se trata do conjunto dos números naturais.) 

+ Dar uma “propriedade” que identifica seus elementos. Por exemplo: 

{x | x é inteiro e x > 2) 

Ix|xéreale2<x<10) 

{x | x goza da propriedade P} 

A propósito do último procedimento, vale ressaltar que um dos pontos impor- 
tantes do uso de conjuntos na matemática reside no fato de estes poderem substi- 
tuir as propriedades com grande vantagem no que se refere à precisão de linguagem. 
Por exemplo, a propriedade “Todos os números racionais são também números 
reais” na linguagem de conjuntos, pode ser escrita assim:”Se x E Q, entåo x E R". 
(Ver notação abaixo.) 

Certos conjuntos, por sua importância e pela frequência com que se repetem, 
são indicados por notações especiais: 

N = (0, 1,2, 3, ...) (conjunto dos números naturais); 

Z = {n -2, -1,0, +1, +2, ...) (conjunto dos números inteiros); 

Q = conjunto dos números racionais; 

R = conjunto dos números reais. 


Se A indica um dos três últimos conjuntos, indistintamente, então: 

A* =A- {0} 

A, = {x E A |x = 0) (conjunto dos números positivos de A) 

A. = {x E A |x = 0) (conjunto dos números negativos de A) 

A,* = {x E A |x > 0) (conjunto dos números estritamente positivos de A) 
A.*= {x EA |x < O} (conjunto dos números estritamente negativos de A) 


T = conjunto dos números complexos 
C*=C— {0} 


2.3 Subconjuntos 


Se A e B são conjuntos e todo elemento de A também é elemento de 8, dize- 
mos que A é um subconjunto de B ou uma parte de B e denotamos essa relação por 
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AC B (lê-se “A está contido em 8”) ou B D A (lê-se “8 contém A”. Dois conjuntos, 
A e B, dizem-se iguais se A C Be B C A (evidentemente isso significa que os dois 
conjuntos constam exatamente dos mesmos elementos). A igualdade de conjuntos é 
denotada pelo símbolo usual de igualdade. Por exemplo, se A = bezZz|i<x<5 
e B = (2,3, 4}, então A = B. 

A relação definida por X C Y, chamada inclusão, goza das seguintes propriedades: 

«reflexiva: X C X; 

* anti-simétrica: se XC Y e YC X, então X = Y; 

* transitiva:se XC Y e YC Z, então XC Z. 

A demonstração da primeira dessas propriedades é imediata. A segunda proprie- 
dade é decorrência da própria definição de igualdade de conjuntos. Para provar a 
terceira, temos de mostrar que todo elemento de X também é elemento de Z. Ora, 
sea E X, então a E Y, por hipótese; mas, pertencendo a Y, a também pertence a Z, 
pela segunda parte da hipótese; isso prova a propriedade. 

O exemplo seguinte ilustra o uso da transitividade na linguagem de conjuntos. 
Indiquemos por M, N e S, respectivamente, o conjunto dos quadriláteros, dos retán- 
gulos e dos quadrados de um dado plano. Como $ C N (todo quadrado é um re- 
tângulo) e N C M (todo retângulo é um quadrilátero), então $ C M. 

Convém ressaltar que são equivalentes as três afirmações que seguem: 

«ACB 

*SexE A, então x € B. 

° Se x É B, então x É A. 

Se A e B indicam conjuntos tais que A C Be A # B, diz-se que A está contido 
propriamente em 8 ou que B contém propriamente A. As notações usadas para indi- 
car essas relações são, respectivamente, A Ẹ B e BRA. 

Por exemplo, o conjunto dos números naturais está contido propriamente no 
conjunto dos números inteiros, ou seja, N $ Z. Ou, dito da outra forma: o conjunto 
dos números inteiros contém propriamente o conjunto dos números naturais, ou 
seja, Z 2 N. 


2.4 Conjunto vazio 


Com vistas a poder lidar com a linguagem de conjuntos mais uniformemente, 
aceita-se a existência de um “conjunto sem elementos”: o conjunto vazio, que pode 
ser definido por qualquer propriedade contraditória e que é denotado pelo simbo- 
lo Ø. Por exemplo: Z = (x E Q | x € RJ. Uma decorrência lógica (mas estranha) da 
aceitação da existência de conjunto vazio é que Ø C A, qualquer que seja o conjun- 
to À. De fato, supor Ø É A, para algum A, significaria admitir o seguinte: existe um ob- 
jeto x tal que x € Ø e x Ë A. Como não pode ocorrer x E Ø, então deve-se aceitar 
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que Sc A. Convém notar ainda que Ø + {Ø}, pois o segundo desses conjuntos 
possui um elemento (o conjunto vazio), ao passo que o primeiro não possuí nenhum, 


2.5 Diagramas de Venn 

Para ilustrar e visualizar relações entre conjuntos e operações com conjuntos, 
um instrumento bastante útil são os chamados diagramas de Venn. A idéia é a se- 
guinte; primeiro traça-se um retângulo de dimensões arbitrárias para representar o 
conjunto de todos os elementos considerados. Depois, para representar cada subcon- 
junto próprio do universo com que se esteja lidando, traça-se um círculo no interior 
do retângulo. Por exemplo, a relação A C B entre dois subconjuntos de U é represen- 
tada pelo diagrama a seguir. 


U 


2.6 Interseção e união 


A interseção de dois conjuntos, A e 8, é o conjunto indicado por A N B e definido 
pela propriedade “x E A e x E B”. Portanto: 


ANB={x|xEAexEB} 


A operação que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa 
ordem, sua interseção, goza das seguintes propriedades: 


*AN(BNC)=(ANB)N C (associatividade) 
*ANB=BN A (comutatividade) 
*SeACBentioANB=A, 

*AND=D 


CA) 


Provemos a terceira dessas propriedades. Para tanto, consideremos inicialmente 
um elemento x E AN B; então x CE A e x € B (definição de interseção), o que ga- 
rante que A N BC A. Seja, agora, x E A; como A C 8, então x E B; logo, x € AMB 
e, portanto, AC A N B. As duas inclusões demonstradas garantem que, efetiva- 
mente, A N B = A sempre que A C B, 

A união de dois conjuntos, À e 8, é o conjunto indicado por A U B e definido 
pela propriedade “x E A ou x E B“ Portanto: 


AUB=(x|xEAouxEB) 


Convém notar que o “ou” usado na definição não dá idéia de exclusividade: 
um elemento da união pode pertencer a ambos os conjuntos se a interseção não 
for vazia. 


A operação que consiste em associar a cada dois conjuntos, dados numa certa 
ordem, sua união, cumpre as seguintes propriedades: 

*AU(BUC)=(AUBJUC 

*AUB=BUA 

*SeAC B, então A U B = B. 

*AUD=A 


2.7 Complementar 


Dados um conjunto U e um subconjunto A C U, chama-se complementar de A 
em relação a U e denota-se por (A), a parte de U formada pelos elementos de U 
que náo pertencem a A. Ou seja: 


(49, = («E U|x EA} 


AY 


cn + 


O conjunto U, cuja fixação é pressuposta na definição de complementar, é cha- 
mado universo do discurso ou conjunto universo. No desenvolvimento da matemática, 
trabalha-se, em cada situação, com um conjunto universo específico. Por exemplo, 
numa primeira abordagem do cálculo, o universo é o conjunto dos números reais e, 
na mesma situação, na teoria dos números (aritmética teórica), o universo é o conjun- 
to dos números inteiros. Quando não houver dúvidas sobre qual o universo em que 
se está trabalhando, para simplificar a notação indicaremos o complementar de uma 
parte A desse universo apenas por AS: 

Da definição de complementar decorrem as propriedades que seguem para um 
dado conjunto U (universo) e para partes quaisquer, A e 8, de U: 

«U=DeD =U 

> (A =A 

«ANA =ØeAUA = 

ANBE=A UB e (AUB =A NBS 

As duas últimas propriedades são conhecidas como feis de De Morgan ou leis de 
dualidade. A título de exercício, demonstremos que (A U BJ = AN B°. Seja x um 
elemento de U. Se x E (A U BY, então x É A U B e, portanto, x &Aex £B. Lo- 
go, x E A“ e x E BS, ou seja, x E A“ N BS, e fica provado que (A U By CA NB. 
Agora, se x € A N 8%, então x É A e x É Be, portanto, x E A UB (se pertencesse 
a esse conjunto teria de pertencer a A ou a B). De onde, x E (A U B)“, que prova a 
inclusão contrária. 


y 


(AUB=A NB 


FL Exercícios ] 


1. Consideremos os seguintes subconjuntos de R (aqui considerado como conjunto 
universo): A = {x E R | xX? < 4}, 8 ={x E R |x? — x = 2}, C = (1/2, 1/3, 1/4, Je 
D=(x€ R|-2<x< —1). Classifique cada relação seguinte como verdadeira 
ou falsa e justifique. 


a) ACB d BUADC 
DANB=D e) cnDiD 
e) CCB 


CAE) 


2. Construa um exemplo envolvendo dois conjuntos, B e C, para os quais se veri- 
fiquem as seguintes relações: ZE CBECGEBCC 


3. a) Descubra conjuntos, A, 8 e C, tais queB+ CEAUB=AUC. 
b) Com um exemplo, mostre que pode ocorrer o seguinte: B + C e AN B= 
=ANC. 


4. o pa RS NPR A, prave due 


E x € B.Entáo x € AU 8 = A U C. Temos, aqui, duas possibilidades: x E A ou x E C. 
Mas, sex € A, então x E A N B = A N C e, portanto, x E C. Assim, todo elemento de B 
é também elemento de C. De maneira análoga, prova-se que todo elemento de C é ele- 
mento de 8. De onde, 8 = C. kal 


5. Sejam A e B conjuntos tais que A U 8 = A N B. Prove que A = B. 


6. Se Ae B são conjuntos arbitrários, demonstre as seguintes propriedades (conhe- 
cidas como [eis de absorção): 
aAN(AUB)= 
bAU(ANB)= 


7. Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A e indica-se por P (A) 

o conjunto de todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = (1, 2}, então 
2.) 21,2). 
a) Determine P(A) quando A = (3, 1, (1)). 
b) Prove que, se um conjunto A tem n elementos, então “P (A) tem 2” elementos. 
€) Se o número de subconjuntos binários (formados de dois elementos) de um 
conjunto dado é 15, quantos subconjuntos tem esse conjunto? 

Resolução 


b) Como nos ensina a análise combinatória, o número de subconjuntos de A com um 


n 
elemento é (7 ), o número de subconjuntos com dois elementos é [ 3), etc Como 


n n 
(6) =1e (a= 1 podem ser usados para contar o conjunto vazio e o próprio A, 
n n n n 
então o total de subconjuntos de 4 é (5) + (7) + (3) + =+ (7). Mas essa soma, 


como nos ensina também a combinatória, é 2”. E] 


¡CASI 


8. Para indicar o número de elementos de um conjunto finito X, adotemos a no- 
tação n(X). Mostre então que, se A e B são conjuntos finitos, verifica-se a impor- 
tante relação: n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B). 


De fato, se indicarmos por A' e B' respectivamente, as partes de A e B formadas pelos 
elementos que não estão em A N 8, então n(A U B) = n(A) + n(A N B) + n(B"). Mas 
MA!) = n(A) = MAN B) e nB) = n(8) — n(A N B). Substituindo estas duas últimas 
igualdades na anterior, obtemos a igualdade proposta. n 


9. Numa pesquisa a respeito da assinatura das revistas A e 8, foram entrevistadas 
500 pessoas. Verificou-se que 20 delas assinavam a revista A, 14 a revista Be 
4 as duas revistas. Quantas das pessoas entrevistadas não assinavam nenhuma 
das revistas? 


10. Se 4,8 e C são conjuntos finitos, mostre que: 
NAUBUC)=n(4) + n(B) +n(C) — n(A N B) — (AN C} — n(BNC) + AANBAC) 


11. Define-se a diferença entre dois conjuntos, A e B, da seguinte maneira: A — B= 
= {x |x E Ae x € B}. Ache a diferença A — B nos seguintes casos: 
a A=Qe8=R 
b4=ReB=Q 
JA-bkER|2<x<5beB=(xER|x=2) 


dA=1 In=1423 JeB=(22 |n=1,2,3,.) 
2n+1 


0 

n+1 
e) A=(xER|1<x<3)eB=(xE R|x?-3x-4> 0) 

12. Sejam A e B conjuntos finitos tais que n(A U B)= 40, (AN 8)=10 e n(A — B)=26, 
Determine n(B—A). 


13, Denomina-se diferença simétrica entre dois conjuntos A e Be denota-se por AAB 
o seguinte conjunto: A A B = (A — B) U (B — A). Isso posto: 
a) ache a diferença simétrica entre os pares de conjuntos do exercício 11; 
b) mostre que, qualquer que seja o conjunto A, valem AA) =A AAA =D; 
c) mostre que, para quaisquer conjuntos A e B, vale AAB=BAA, 


14. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Prove as seguintes propriedades: 
a) SeANB=DeAU B=UentãoB=A e A = B°. 
b) Se A N B = Ø, então B C A e A C BS. 
c} BC A se, e somente se, A“ C BS, 


C> € 


15. Prove as seguintes propriedades, envolvendo o conceito de diferença de conjuntos: 
a) (A-B) N (A -C)=A-(BUC) 
D(A-ONB-CO=(ANB)-C 
J(AUB)-B=A see somente se, A N 8 = Ø. 


b) Sex € (A— C) N (8 — C) enñoxEAxECxEBexE C.DaxEAMBexeEc 
e, portanto, x € (A N 8) — C. Isso prova que (A - C) N 8- C) C (ANB) - C. 
Para provar a inclusão contrária, tomemos x € {A N 8) — C. Então, x € (A N 8B) e 
x Œ C. Daí x E A, x E B e x Œ C e, portanto, x € (A — C) e x € (B - C), ou seja, 
x E (A—B) NM (A — C), como queríamos provar. 1] 


16. Encontre um exemplo para mostrar que pode ocorrer a desigualdade seguinte: 
AU(B-C)4(AUB)-(AUC) 


1-2 SOBRE DEMONSTRAÇÕES 


3. NOTA HISTÓRICA 


A lógica, como ciência, foi criada por Aristóteles (384-322 a.C). Mas, embora Aris- 
tóteles considerasse sua criação uma ciência independente da matemática e ante- 
rior a esta, as bases para a estruturação e sistematização da lógica empreendidas por 
ele já haviam sido lançadas antes pelos matemáticos gregos, ao criarem e desenvol- 
verem o método dedutivo. De fato, esse método pressupõe, antes de tudo, leis cor- 
retas para o raciocínio, e isso se insere nos domínios da lógica. Entre essas leis, há 
que se destacar a lei da não contradição, que estatui que uma proposição não pode 
ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo, e a lei do terceiro excluído, que estatui que 
uma proposição só pode ser verdadeira ou falsa,ambas introduzidas por Aristóteles. 

A lógica de Aristóteles, cujas fórmulas (por exemplo, silogismos) se expressavam 
em palavras da linguagem comum, sujeitas a regras sintáticas comuns, reinou sobe- 
ranamente até o século XIX — quando foi criada a lógica matemática —, a despeito 
do significativo papel desempenhado pela lógica escolástica da Idade Média, 

Mas há que registrar, no século XVH, o trabalho desenvolvido por G. W. Leibniz 
(1646-1716) no sentido de criar uma álgebra simbólica formal para a lógica, A moti- 
vação para Leibniz foi a forte impressão que lhe causava o poder enorme da álgebra 
simbólica em campos diversos, e o objetivo de sua álgebra da lógica seria o de con- 
duzir o raciocínio mecanicamente e sem esforços demasiados em todos os campos 
do conhecimento. Mas Leibniz deixou apenas escritos fragmentados sobre o assun- 
to, escritos que, ademais, só se tornaram conhecidos em 1901. 

Entre os matemáticos que contribuíram para a criação da lógica matemática no sé- 
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culo XIX, aquele cuja obra teve peso e repercussão maiores foi G. Boole (1815-1864), 
graças sobretudo a The laws of thought ("As Leis do Pensamento”), de 1854. Uma i- 
geira idéia da obra de Boole pode ser dada por este fato: ele usava letras minúsculas, 
X, Y, Zı = para indicar partes de um conjunto tomado como universo e representado 
pelo simbolo 1. Se x, y representavam duas dessas partes, ele denotava o que hoje 
chamamos de interseção e união dessas partes respectivamente por xy e x + y, 
O complementar de uma parte x era indicado por 1 — x. Na verdade, as uniões consi- 
deradas por Boole pressupunham partes disjuntas; a generalização, para o conceito atual, 
é devida a W. S. Jevons (1835-1882). Assim, sendo evidente que xy =yxx + y=y +X, 
xy = yx, (xyz = x(y2) essas leis foram tomadas como axiomas em sua álgebra. Mas a 
nova álgebra apresenta diferenças fundamentais em relação à clássica: haja vista as 
leis x? =x e x + x = x, para qualquer parte x do universo. 

Como exemplo do uso da álgebra de Boole, vejamos como se poderia colocar 
em simbolos a lei do terceiro excluido. Suponhamos que 1 indique o conjunto de 
todos os seres humanos vivos e x o conjunto dos brasileiros vivos. Então, 1 — x 
indica o conjunto dos seres humanos vivos que não são brasileiros, e a equação 
x+ (1 — x) = 1 expressa a idéia de que todo ser humano vivo ou é brasileiro ou 
não é brasileiro. 

Não passou despercebida a Boole a correspondência entre a álgebra dos conjun- 
tos e a das proposições. Se p indica uma proposição, a equação p = O indica que 
p é falsa, e a equação p = 1, que p é verdadeira. Nesse contexto, dadas duas pro- 
posições, p e q , ele indicava por pq e p + q, respectivamente, a conjunção e a dis- 
junção das duas. Mas Boole não se alongou muito nessa questão. 

Tão importante e inovadora foi a obra científica de Boole que o grande matemáti- 
co e filósofo galés B. Russel (1872-1970) via nele o verdadeiro descobridor da mate- 
mática pura. Mas talvez nada ateste mais fielmente a importância dessa obra do que 
as muitas pesquisas que nela se inspiraram e que levariam a uma axiomatização da 
álgebra do pensamento no século XX. 


4. DEMONSTRAÇÕES 


4.1 Proposições e funções proposicionais 


A matemática é uma ciência dedutiva. Isso significa, entre outras coisas, que a 
validade de um resultado matemático exige uma demonstração. Não é fácil definir o 
que é uma demonstração matemática. Basicamente, é uma sucessão articulada de ra- 
ciocínios lógicos que permite mostrar que um resultado proposto é conseguência de 
princípios previamente fixados e de proposições já estabelecidas. Nesse processo, é 
preciso lidar e operar constantemente com proposições (sentenças declarativas às 
quais se pode atribuir um valor lógico — verdadeiro ou falso, exclusivamente) e 
funções proposicionais (sentenças declarativas envolvendo variáveis). 
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Consideremos as sentenças “2 é um número primo”, “y 2 é um número racio- 


nal” e "x é um número real maior que 1”. Como se vê, são sentenças declarativas. 
Mas, embora se possa dizer que a primeira é verdadeira e a segunda falsa, nenhum 
valor lógico se pode atribuir à terceira, já que ela envolve uma variável em R. As duas 
primeiras são, pois, proposições, ao passo que a terceira é uma função proposicional 
(na variável x). 

As variáveis de uma função proposicional sempre representam elementos de um 
conjunto previamente fixado — seu domínio de validade ou universo. As funções pro- 
posicionais na variável x são indicadas em geral por p(x),q00), .. Toda função proposi- 
cional pode ser transformada numa proposição, bastando para isso substituir a 
variável por um elemento do universo. Se a é um elemento do universo de p(x), 
a proposição obtida com a substituição da variável por a é indicada por p(a). Por 
exemplo, se p(x) é a função proposicional “x? = 4” no universo dos números 
racionais, então p(3) é "3? = 4” (verdadeira) e p(—1) é 4-1) > 4” (falsa). Assim, 
uma maneira de transformar uma função proposicional em proposição é substituir 
a variável (ou variáveis) por um elemento (ou elementos) arbitrário(s) do universo. 

Outra maneira de transformar uma função proposicional em proposição consis- 
te em quantificar a variável (ou variáveis), o que pode ser feito de duas maneiras: 
através do quantificador existencial “existe um pelo menos” ou do quantificador uni- 
“versal” qualquer que seja” (ou “qualquer” ou todo” }. No cálculo proposicional usam- 
se os símbolos 3 e Y para indicar os quantificadores existencial e universal, respectiva- 
mente. 


Por exemplo, a função proposicional ”x >1", em que x é uma variável em R, po- 
de ser quantificada das maneiras que seguem: 

“Existe um número real maior que 1” (verdadeira). 
ou 

“Todo número real é maior que 1” (falsa). 

Se p(x) é uma função proposicional cujo conjunto universo é U, então os elemen- 
tos de U que tornam verdadeira p(x) constituem o que se chama conjunto verdade da 
proposição dada. Por exemplo, o conjunto verdade de “x é um quadrado perfeito”, em 
que x é uma variável em N, é (0, 1, 4,9, ...). 


4.2 Conectivos 

Na linguagem matemática, a negação de proposições ou funções proposicionais 
e a combinação de proposições ou funções proposicionais através dos conectivos “e” 
(conjunção), “ou” (disjunção), “se... então...” (condicional) e “se, e somente se” (bicon- 
dicional) são operações que têm interesse fundamental. 

A respeito dos conectivos, convém esclarecer o seguinte; 

+ O ou usado na matemática não tem sentido exclusivo. Assim, numa proposição 
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disjuntiva, “p ou q” ambas as proposições (p e q) podem ser verdadeiras (ou falsas). 
Por exemplo, em 2 é primo ou 2 é par”, ambas são verdadeiras. 

» As proposições do tipo "se p então q” serão entendidas aqui como ”--[p e 
(=g)”. Assim, por exemplo, é o mesmo dizer que “Se uma pessoa é paulista, en- 
tão essa pessoa é brasileira” ou “Não pode ocorrer de uma pessoa ser paulista e 
não ser brasileira”. É o mesmo dizer também que "Se x? é um número par, então 
x é um número par" ou “Não pode acontecer de x? ser um número par e x não ser um 
número par”. 

+ Uma proposição do tipo “p se, e somente se, q” será entendida como “se p, 
então q, € se q, entáo p". 

No que segue, indicaremos por —p a negação de uma proposição p. 

Por exemplo, se p indica a proposição "2 é primo” e q a proposição “2 é par”, 
então: 

+" p" (negação de p) é “2 não é primo”; 

“~q” (negação de q) é "2 não é par” ou "2 é ímpar” (pois só há duas alterna- 
tivas para um inteiro: par ou ímpar); 

““peqg"é'2 é primo e 2 é par”; 

*“pou q" é"2 é primo ou 2 é par”; 

+ "se p, então q” é "se 2 é primo, então 2 é par”; 

+"p se, e somente se, q" é “2 é primo se, e somente se, 2 é par”. 

Nesse contexto, é importante saber determinar o valor lógico das proposições 
obtidas através da negação ou dos conectivos, em função do valor lógico das pro- 
posições dadas. 

+ Uma proposição "~p" é verdadeira se p é falsa, e vice-versa. 

+ As proposições do tipo “p e q” só são verdadeiras quando p e q são verdadeiras, 

+ As do tipo “p ou q" só são falsas quando p e q são falsas. 

» Para o estudo do valor lógico das condicionais "se p, então q” é melhor con- 
siderá-las na forma "~[p e (--g)]”. No caso em que p e q são verdadeiras, “p e (-q)” 
é falsa (pois —q é falsa) e, então, a negação dessa última, ou seja "se p, então qué 
verdadeira; segue entáo que, quando p e q sáo verdadeiras, "se p, entáo q" é verda- 
deira. Aplicando-se esse raciocínio para os demais casos, conclui-se que uma pro- 
posição do tipo “se p, então q” só é falsa no caso em que p é verdadeira e q é falsa. 

Como exemplo, consideremos as proposições “O menor número primo positivo 
é 2; que indicaremos por p, e “O menor número irracional positivo é x 2 ", que in- 
dicaremos por q. Obviamente a primeira é verdadeira, e a segunda, falsa. Então: 

"~p" é falsa; 

+ *--q" é verdadeira; 

*"p e q" é falsa; 

*“p ou q” é verdadeira; 
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*“se p, então q” é falsa; 
*“se q, então p” é verdadeira; 
*“p se, e somente se, q” é falsa (por quê?). 


4.3 implicação e equivalência 
Se p e q são proposições tais que a condicional “se p, então q” é verdadeira, 
diz-se que p implica ou acarreta q. Para indicar que p implica q, usa-se a notação 
“p= q". Por exemplo: 
1>2=4é primo 


uma vez que a proposição “se 1 > 2, então 4 é primo” é verdadeira (pois "1 > 2” 
é falsa), Por outro lado, não procederia escrever 


2>1= 4é primo 


Já que a primeira dessas proposições é verdadeira e a segunda fatsa (único caso em 
que uma proposição do tipo “se... então...” é falsa, como vimos). 

Sejam p(x) e gix) funções proposicionais com o mesmo universo U. Se para 
todo a E U tal que pía) é verdadeira e a proposição g(a) também for verdadeira, 
então se diz que p(x) acarreta (ou implica) gíx). A notação é a mesma: p(x) => q(x). 
Por exemplo, se U = R, então: 

x>2>x>4 


uma vez que todos os valores de x que tornam verdadeira a primeira função pro- 
posicional também tornam verdadeira a segunda. Mas não procederia escrever 


x? > 4 acarreta x > 2 


visto que há números reais que tornam verdadeira a primeira proposição e falsa a 
segunda (todos os números reais menores que —2). 

Vale observar que, se no exemplo anterior o universo fosse o conjunto dos nú- 
meros reais positivos, então: 

x*>4>x>2 

Uma importante propriedade de que goza a relação = é a transitividade, Ou 
seja, se p > q e q = r, então p = r. De fato, a proposição “se p, então r" só não 
seria verdadeira no caso de p ser verdadeira e r falsa. Mas, como “se p, então q” é 
verdadeira, então q teria de ser verdadeira, e como "se q, então r” é verdadeira, então 
q teria de ser falsa. Impossível, pois isso contraria o princípio da não-contradição. 
Então "se p, então r“ é verdadeira e, portanto, p = r. 

Duas proposições, p e q, dizem-se logicamente equivalentes se p => q e q = p. 
Notacáo: p + q. A definição de funções proposicionais equivalentes é análoga. Por 


exemplo: 
*—4=0>x=20Ux=-2 
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De fato, os números reais que tornam verdadeira a primeira proposição (2 e —2) 
também tornam verdadeira a segunda, e vice-versa. 

Consideremos uma implicação p = q (poderia ser também uma implicação en- 
volvendo funções proposicionais). Outra maneira de ler essa relação é: 


“p é uma condição suficiente para q”. 


A explicação para isso é que a veracidade de p basta (é suficiente) para garan- 
tir a veracidade de q, uma vez que estamos supondo "se p, então q” verdadeira. 
Outra maneira ainda é: 


“q é uma condição necessária para p”. 


A explicação, no caso, é que é necessária a veracidade de q para que se possa 
ter a veracidade de p. 

Consideremos, por exemplo, a implicação “x = 2 => x? = 4º, em que x é uma va- 
riável em R. Essa relação poderia, portanto, ser formulada de uma das seguintes ma- 
neiras: “x ser igual a 2 é suficiente para que x? seja igual a 4” ou “x? = 4 é condição 
necessária para x = 2”. 

Isso justifica por que uma equivalência p <> q é comumente expressa nos seguin- 
tes termos: 


“gq é uma condição necessária e suficiente para p” 
ou 


“p é uma condição necessária e suficiente para q”. 


Por exemplo, a equivalência “x é par <> x? é par”, em que x representa um nú- 
mero inteiro, poderia ser formulada da seguinte maneira: “uma condição necessária 
e suficiente para que x? seja par é que x seja par”. 


4.4 Recíproca de uma proposição ou função proposicional 


A proposição “se q, então p” é chamada recíproca de “se p, então q”. (Para funções 
proposicionais a definição é análoga.) É fácil ver que a recíproca de uma proposição 
verdadeira pode não ser verdadeira, e vice-versa. Ou seja, se p e q são proposições 
tais que “p = q” pode não valer a implicação contrária. O mesmo acontece com as 
funções proposicionais. Por exemplo, a recíproca de “Se X é um quadrado, então X é 
um losango” é “Se X é um losango, então X é um quadrado” .Obviamente a primeira 
é verdadeira, mas a segunda não (nem todo losango é quadrado). Também pode 
acontecer de uma proposição e sua recíproca serem ambas verdadeiras ou falsas. Por 
exemplo, “Se x? é impar, então x é impar” e sua recíproca “Se x é ímpar, então x é 
ímpar” são ambas verdadeiras. 
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4.5 Demonstração indireta — negação de funções proposicionais 

Nos raciocínios matemáticos muitas vezes é preciso negar uma proposição. Isso 
acontece, especialmente, nas demonstrações indiretas ou demonstrações por redução ao 
absurdo de teoremas. Um teorema é basicamente uma proposição que, para ser ad- 
mitida, precisa ser demonstrada. O enunciado de um teorema sempre explicita algu- 
mas hipóteses e pressupõe toda a teoria pertinente que o precede. O resultado a ser 
provado é a tese. Se a negação da tese fevar a alguma contradição com as hipóteses 
ou com outros pressupostos da teoria, o teorema estará provado. Uma explicação for- 
mal rigorosa para esse fato requer um desenvolvimento do assunto fora dos objeti- 
vos deste texto e, por isso, nos ateremos a um exemplo, 

Suponhamos que se deseja provar que "Se m? é ímpar, então m também é im- 
par” (m número inteiro). Negando a tese, suponhamos que m fosse par, ou seja, que 
pudesse ser escrito na forma m = 2t, em que t é inteiro. Então m? = 41? = 2 + (24?) 
também seria par, contra a hipótese. De onde, m necessariamente é ímpar. 

A seguir relacionaremos os procedimentos para as negações habitualmente ne- 
cessárias na argumentação matemática. 


* Se p(x) indica uma função proposicional, a negação de “(W(pbo) él plo). 
Por exemplo, a negação de "Qualquer que seja o número real x, x? é positivo” é 


“Existe um número real x tal que x? é estritamente negativo”. (Lembremos que, por nos- 
sa convenção, positivos são os números = 0 e estritamente negativos os números < 0). 


* Se p(x) indica uma função proposicional, a negação de “(3x Xpto)) é (WI-pL))”. 


Por exemplo, a negação de "Existe um número real x tal que x? — 4 = 0" é “Qual- 
quer que seja o número real x, vale x? — 4 + 0! 


+ Se pe q indicam proposições (ou funções proposicionais), a negação de "p e 
q "é“(-p) ou (q). 


Por exemplo, a negação de “2 é par e 2 é primo” (ou “2 é par e primo”, como se- 


ria mais comum dizer) é "2 não é par ou 2 não é primo! 

* Se p e q indicam proposições (ou funções proposicionais), a negação de 
"p ou q” é”(~p) e (-q). 

Por exemplo, a negação de “Qualquer que seja o número real x,x < 0 oux=>0" 
é “Existe um número real x tal que x = 0 e x <0", 

* À negação da negação de uma proposição (ou função proposicional) p é p. 

Por exemplo, a negação de “3 não é impar” é “3 é impar”. 

+ Se p e q indicam proposições (ou funções proposicionais), então a negação 
de “se p, então qg” é”p e (--q)". 


A explicação para isso vem do fato de que “Se p, então q” tem formalmente o 
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mesmo sentido de *—[p e (q) e de que, se s é uma proposição, então —[--(s)] 
é s, como vimos anteriormente. 

Como exemplo, consideremos a proposição “Se um número é racional, então 
também é um número real”, que tem o mesmo sentido de “Todo número racional 
é real”, Sua negação é “Existe um número que é racional e não é real”. 


4.6 Demonstração de existência 
Na matemática são comuns os teoremas de existência. Nesse caso, a demons- 

tração muitas vezes é feita simplesmente exibindo-se um objeto que cumpre a(s) 

condição(ões) desejada(s). Como exemplo, mostremos que dados dois números ra- 

cionais, a e b, com a < b, então existe um número irracional a tal que a < a < b. 

De fato, o número 

aza+?-0 


(1) 
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cumpre as condições desejadas. Observemos primeiro que, pela própria maneira co- 
mo foi definido, o número « é maior que a e menor que b. Por outro lado, de (1) se- 


ue que; 
E b-a 


a-a 

Assim, supondo que «a fosse racional, então o segundo membro da última igual- 
dade também seria um número racional e teríamos o seguinte absurdo: y 2 racional. 
Logo, a é irracional. 

É claro que exibir um objeto que cumpre uma determinada condição, em geral 
não é fácil, pois isso pode depender bastante de insight e bagagem matemática. 
Mas persistência e traquejo ajudam muito. 


4.7 Demonstração por contra-exemplo 


Há situações, também, em que se tem de demonstrar que uma proposição ou 
propriedade é falsa. Nesse caso, basta evidentemente dar um contra-exemplo. A título 
de ilustração, consideremos a seguinte proposição, no conjunto dos números inteiros: 
“Se a é um divisor de b e de c, então a é um divisor de b + c" Como é bem conhe- 
cido, trata-se de uma proposição verdadeira. Mostremos que sua recíproca não é ver- 
dadeira. Essa recíproca pode ser enunciada assim:“Se a é um divisor de b + c, então 
a é um divisor de b e c”, Para mostrar a falsidade dessa última proposição, basta um 
contra-exemplo. E isso é fácil: 5 é um divisor de 3 + 7, mas não é divisor de nenhuma 
das parcelas dessa soma. 

Para a descoberta de um contra-exemplo vale, com as devidas mudanças, a 
mesma observação feita ao final de 4.6. 
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4.8 Contrapositiva de uma proposição ou função proposicional 

Através do raciocínio por redução ao absurdo podemos mostrar que toda con- 
dicional “se p, então q” é logicamente equivalente à condicional “se ~q, então ~p”, 
chamada contrapositiva da condicional dada. Mostremos, usando o raciocínio men- 
cionado, que a primeira dessas condicionais implica a segunda. Para isso tomamos 
como hipótese "~[p e (—q)]"(a maneira formal de escrever "se p,entáo q”). Observemos, 
porém, que a segunda condicional (no caso, a tese) pode ser substituída por 
"A(--q) e [~(~p)}}", ou seja, por “—[(--g) e pl", cuja negação é “(—q) e p”, propo- 
sição nitidamente contraditória com a hipótese. Essa contradição garante a validade 
da implicação considerada, Analogamente se demonstra a implicação contrária. 

Como exemplo, consideremos a proposição “Se a soma de um número inteiro 
com seu quadrado é um número ímpar, então o número dado é impar”. A contrapo- 
sitiva dessa proposição é: “Se um número inteiro é par, então a soma desse número 
com seu quadrado é um número par”. Pelo que vimos, demonstrar esse último re- 
sultado equivale a demonstrar o primeiro. E a vantagem, como em muitos casos, é 
que é mais fácil demonstrar essa última versão do teorema: basta representar um nú- 
mero par genericamente por 2t e fazer os cálculos algébricos indicados no enunciado: 
(2t) + (20)? = 2t + 4t? = 2(t + 24), que é par, 


4.9 Funções proposicionais e diagramas de Venn 

Muitas vezes, no estudo de questóes envolvendo funcóes proposicionais, é inte- 
ressante representar ou imaginar o conjunto universo e os conjuntos verdade respec- 
tivos por meio de um diagrama de Venn, pois isso pode ajudar bastante o raciocínio. 
A figura a seguir mostra a representação do conjunto verdade A de uma proposição 
pix) cujo conjunto universo é U. 


Para utilizar esse expediente, é preciso, primeiro, estabelecer uma correspondên- 
cia entre as funções proposicionais derivadas de uma ou duas funções proposicionais 
através da negação e dos conectivos e as partes correspondentes de U. Se A e B 
são, respectivamente, os conjuntos verdade de duas funções proposicionais p(x) 
e g(x), com o mesmo universo U, a tabela a seguir mostra essa correspondência: 
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se p(x), então qix) (no caso: pl) => qlo) ACB 


pl) se, e somente se, gtx) (no caso: pd = gt) A=B 


Apo] A 
pix) e qa) ANB 
pl) ou qbo AUB 


Como exemplo, vejamos como se mostra a seguinte equivalência: 


—[p(x) e qt] > [lp ou ~q] 


y 


AU B=(A NB 


Para isso, indiquemos por A e 8, respectivamente, os conjuntos verdade de p(x) 
e q(x). 

Então os pontos que tornam verdadeira ”—-[p(x) e q(x)]” são os de (A N BJ = 
= Af U BS. Mas esse conjunto, por sua vez, é o conjunto verdade da função proposicio- 
nal”=p(x) ou —q(x)”, o que completa nossa justificação. 


17. Qual é o valor lógico das seguintes proposições? 

a)2+5=10u3>1. 

b) 2 é primo e 2 é par. 

c) Se 1 > 2, entáo 1 = 2. 

d) Todo número primo é um número real. 

e) Qualquer que seja o número real x, vale x? > x. 

f) Existe um número real x tal que x? = —2. 

9) Para que um triângulo seja retângulo, é necessário e suficiente que o quadrado 
de um de seus lados seja igual à soma dos quadrados dos outros dois. 

h) Se f é uma função real de variável real, então f é uma função par ou uma fun- 
ção ímpar. 

i) Se x é um número inteiro e x? é impar, então x é impar. 

j} Duas matrizes quadradas de mesma ordem são iguais se, e somente se, seus 
determinantes são iguais. 
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18. Considere que numa universidade se tenha a seguinte situação: há pesquisadores 
que não são professores e professores que não são pesquisadores; mas alguns 
pesquisadores são professores. Isso posto, quais das seguintes afirmações relati- 
vas a essa universidade são verdadeiras? 

a) Existem professores que são pesquisadores. 

b) Se P indica o conjunto dos professores e Q o conjunto dos pesquisadores, 
entáioPNAFLD. 

c) Todo pesquisador é professor. 

d) O conjunto dos professores não está contido no conjunto dos pesquisadores. 

e) Existem pesquisadores que não são professores. 

f) O conjunto dos pesquisadores está contido no conjunto dos professores. 


19. Escreva na forma “se... então. 


a) Qualquer lado de um triângulo é menor que a soma dos outros dois lados. 

b) Todo número primo diferente de 2 é impar. 

c) Para um número real x tal que —2 < x < 2, vale x <a. 

d) Duas retas quaisquer, paralelas entre si e não paralelas ao eixo das ordenadas, 
têm o mesmo coeficiente angular. 

e) Sempre que uma função real de variável real é diferenciável num ponto, ela é 
contínua nesse ponto. 

f) Um determinante é nulo quando uma de suas filas é formada de zeros. 


20. Sejam p, q e r proposições, as duas primeiras verdadeiras e a terceira falsa. Indique 
o valor lógico de: 


a) pe(-a; 

b) (~r) ou (~p); 

c) se (p e r), então q; 
d} p se, e somente se, r. 


21. Negue as seguintes proposições: 


a) Se x E R e x > 2, então X? = 4. 

b) Nenhum triângulo retângulo é equilátero. 

c) Qualquer que seja o número real x, existe um número inteiro n tal que n >». 

d) Existe um número complexo z tal que z? = —2. 

e) Todo retângulo é um paralelogramo. 

f) Se dois planos são paralelos, então toda reta de um deles é paralela ao outro 
plano. 
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22. Quantifique as funções proposicionais que seguem de modo a torná-las verda- 
deiras (para todas o universo é conjunto dos números reais): 
ax -5x+6=0 
b) x — 16 = {x — 9 + 4) 
c) sen?x + cos? x= 1 
d) sen? x — sen x =0 
e) x- 3x+3>1 
TAES 


23. Se uma função proposicional envolve n variáveis, então é preciso quantificá-la n 
vezes a fim de que ela se torne uma proposição. Quanto a isso, é importante 
observar que os quantificadores existencial e universal nem sempre comutam 
entre si, como se pode verificar pelas proposições que seguem, a primeira ver- 
dadeira e a segunda falsa (em ambas o domínio da variável é R):“Qualquer 
que seja x, existe y tal que x + y = 1" e “Existe x tal que, qualquer que seja y, 
x+y=1. 

Isso posto, quantifique as seguintes funções proposicionais de modo a torná-las 
verdadeiras (em todas, o universo das duas variáveis é o conjunto dos números 


reais): 

a y>x 

b) (x + y? =x + 2y +y? 
ary 

d) sen (x + y) = sen x + sen y 
ex+y=0 


24. Determine o valor lógico das proposições seguintes, nas quais x e y são variáveis 
em {1, 2, 3}: 
a) Existe x tal que, qualquer que seja y, x < y? + 1. 
b) Para todo x existe y tal que x? + y? = 4. 
c) Existem x e y tais que xX? + y? = x°. 


25. Em quais das condicionais seguintes é ċorreto dizer que a primeira proposição 
(função proposicional na variável real x) acarreta a segunda? 
a) Se 2 = 0, então 4 é um número primo. 
b)sSex2+x—2=0,entãox=—2. 
c) Se x é um número real, então x é um número complexo. 
d) Se x? — 4 < 0, então x < 2. 
e) Se tgx > 1, então x > 1/4, 
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26. Para quais das bicondicionais seguintes seria correto dizer que a primeira pro- 
posição (função proposicional) é equivalente à segunda? 
a) 2x — 5 = 5 se, e somente se, x > 5. 
b) x? + 3x + 2 < 0 se, e somente se, -2 < x < —1, 
c) sen x = sen (2x) se, e somente se, x = 0. 
d) Uma matriz quadrada A é inversível se, e somente se, det(A) + 0. 
e) Asretasy = 2x e y = mx+n são perpendiculares se, e somente se, 2m + 1 =0, 


27. Enuncie as recíprocas e as contrapositivas das seguintes proposições: 

a) Se dois números inteiros são ímpares, então a soma deles é um número par. 

b) Se uma função real de variável real é contínua num ponto, então ela é dife- 
renciável nesse ponto. 

c) Se uma matriz quadrada é inversível, então seu determinante é diferente de 
zero. 

d) Se o grau de um polinômio real é 2, então esse polinômio tem duas e apenas 
duas raízes complexas. 

e) Se dois planos são perpendiculares, então toda reta de um deles é perpendi- 
cular ao outro. 


28. Classifique como verdadeiras ou falsas as recíprocas e as contrapositivas das 
proposições do exercício 27. 


29. Enuncie a contrapositiva da propriedade transitiva da relação “maior que” em 
R, ou seja, da propriedade: “Se a > be b > c então a > c". 


30. Enuncie a contrapositiva da seguinte proposição: “Sejam A, B e C pontos distin- 
tos de um plano. Se esses pontos não são colineares, então AB < BC + AC”. 


31. Ache um contra-exemplo para cada uma das seguintes afirmações: 
a) Para todo x € R,x? — 1 > 60. 
b) Para todo x € R, xX? — 4x? < 20, 
c) Para todo x E R, cos x > cos (x + 1). 
d) Para todo x E R$, vale logyox > logyox?. 


32. Justifique a propriedade seguinte de duas maneiras, a primeira através de sua 
contrapositiva e a segunda por redução ao absurdo: “Se m é um inteiro tal que 
mê + 2 é ímpar, então m é ímpar”. 


33. Prove, por meio de um contra-exemplo, que nº + n + 41 (em que n é um inteiro 
estritamente positivo) nem sempre é um número primo. 
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CAPÍTULO II 


INTRODUÇÃO À ARITMÉTICA 
DOS NÚMEROS INTEIROS 


1. INTRODUÇÃO 


No conjunto dos números naturais, que, segundo o matemático Leopold Kronecker 
(1823-1891), foi criado por Deus (o resto foi criado pelo homem, complementava ele), 
a diferença entre a e b só está definida se a = b. Mas há questões envolvendo a 
idéia de subtração de números naturais em que o minuendo é menor que o sub- 
traendo — por exemplo, gastar mais do que se tem. Para enfrentar essas questões, 
foi preciso ampliar o conjunto dos números naturais, com a adjunção de novos nú- 
meros, os números negativos, introduzidos a princípio para possibilitar uma resposta a 
uma subtração qualquer de dois elementos de N. Esse passo gerou naturalmente 
a necessidade de estender as operações e a relação de ordem de N ao novo con- 
junto, formado pelos números naturais e os números negativos. 

Historicamente os inteiros negativos não foram os primeiros números a surgir 
dos naturais — as frações positivas vieram antes. Nem foram introduzidos de manei- 
ra bem estruturada e com bom acabamento matemático. Muito pelo contrário. Sim- 
plesmente surgiram, e de maneira bastante informal, em decorrência de questões prá- 
: inicialmente na China, provavelmente bem antes do século Ill a.C., e mais tarde 
na Índia, em torno do século VI d.C. Mas na Europa ocidental do século XVII ainda 


E») 


havia matemáticos de alto gabarito que não aceitavam bem (ou nem sequer aceitavam) 
os números negativos. 

A idéia intuitiva é que, por exemplo, todas as “diferenças” 0 — 1,1-2,2-3, 
3 — 4, ...de alguma maneira são “equivalentes” e representam o mesmo “número! um 
novo número que veio a ser indicado com o tempo por —1. De maneira análoga 
se introduzem os números —2, —3, .... É claro que, sob o ponto de vista do rigor, 
esse procedimento deixa a desejar (o que são essas “diferenças” afinal?), mas os pri- 
meiros matemáticos a usá-lo não estavam preocupados com isso e foram em frente, 

Obtidos esses novos números, é preciso ainda incorporá-los consistentemente 
ao conjunto dos números naturais (por uma questão de uniformidade, os números 
1,2,3,.. são representados respectivamente por +1, +2, +3,..), o que exige: 
(i) Estender para o novo conjunto numérico, ou seja, Z = [.. —3, —2, 1,0, +1, +2, 
+3, ...), as operações adição e multiplicação de números naturais. Isso signifi- 
ca, por exemplo, dar uma definição de adição no novo conjunto que, quando 
aplicada ao subconjunto dos números naturais (parte do novo conjunto), leve aos 
mesmos resultados que a adição de números naturais. Por exemplo, como 2 + 3 = 
=B-1)+(4- )=(3+4-(1+1)=7- 2 =S, é razoável esperar que 
EJ + (-3)= (1 - 3) + (1 =- 4 =(1 + 1) - (34+4)= 2-7 = -5 (notar 
que 2 — 7 é uma das “diferenças” que definem —5). 
Estender para Z a idéia de “menor” e "maior" a partir das (e coerentemente com 
as) idéias correspondentes em ÑN, Feito isso, podemos por fim nos referir a Z como 
o sistema (ou campo) dos números inteiros. 
Obviamente essas considerações visam apenas dar uma idéia despretensiosa da 
construção dos números inteiros. Esse desenvolvimento, que, quando feito com rigor 
e formalismo, é bastante trabalhoso e até tedioso, foge ao plano traçado para este tra- 
balho e, por isso, não será feito aqui. Começaremos considerando toda essa constru- 
ção já feita, bem como conhecidas as propriedades básicas das operações e da re- 
lação de ardem em Z. 
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2. INDUÇÃO 


2.1 Princípio do menor número inteiro 


Seja £ um subconjunto não vazio de Z. Dizemos que L é limitado inferiormente 
se existe um número a € Z tal que a = x, qualquer que seja o elemento x E L. Ou 
seja, a menor que ou igual a qualquer elemento de L. Todo elemento a E Z que 
cumpre essa condição chama-se limite inferior de L. Obviamente, se um inteiro a é li- 
mite inferior de L, então todo inteiro menor que a também o é. Um limite inferior 
de L que pertença a esse conjunto chama-se mínimo de L. Pode-se provar que um 
subconjunto não vazio de Z não pode possuir mais do que um mínimo. 
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Exemplo 1: O conjunto L=(—2, —1,0,1,2,3, ..) é limitado inferiormente e seus 
limites inferiores são —2, —3, —4, .... E L tem mínimo: o número —2. 

Exemplo 2: O conjunto $ = [... —6, —4, —2, 0} dos múltiplos negativos de 2 não é 
limitado inferiormente. Obviamente não há nenhum inteiro que seja menor que todo 
elemento de $. 

O resultado a seguir é um teorema quando se desenvolve a teoria dos números 
inteiros sistematicamente a partir dos números naturais. A palavra principio que figura 
em sua designação deriva de razões históricas. 


Princípio do menor número inteiro: Se £ é um subconjunto de Z, não vazio 
e limitado inferiormente, então £ possui mínimo. 

Por exemplo, o conjunto dos números inteiros positivos é limitado inferiormente 
e seu mínimo é o número 0. 


2.2 Indução 


Usando o princípio do menor número inteiro podem-se deduzir duas proposições 
bastante úteis para provar a veracidade de funções proposicionais definidas numa 
parte de Z limitada inferiormente. 


Primeiro princípio de indução: Seja p(n) uma função proposicional cujo univer- 
so é o conjunto dos inteiros maiores que ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos 
que se consiga provar o seguinte: 

(i) pla) é verdadeira. 

(ii) Se r = a e pír) é verdadeira, então p(r + 1) também é verdadeira. 

Então p(n) é verdadeira para todo n = a. 


Demonstração: Seja L = (x € Z | x > a e pix) é falsa). Se mostrarmos que L = Ø, 
o princípio estará justificado. Para isso vamos raciocinar por redução ao absurdo. Su- 
ponhamos L % Ø. Então, uma vez que L é limitado inferiormente (a é um limite 
inferior), L possui mínimo kg. Como pía) é verdadeira, é claro que f > a e, então, 
lo — 1 = a. Por outro lado, p(l — 1) é verdadeira, já que h — 1 está fora de L. Então, 
levando em conta a hipótese (ii), p((l, — 1) + 1) = p(l) é verdadeira. Mas isso é absur- 
do, pois fy está em L. 4 

Como imagem para ilustrar o primeiro princípio de indução, costuma-se usar o 
efeito dominó. Suponhamos uma fileira infinita de pedrinhas de dominó. Se a primei- 
ra pedra tomba para a frente, e o fato de uma pedra tombar faz com que a da frente 
também tombe, então todas as pedrinhas tombarão. 

nin + Dn + Y 


Exemplo 3: Mostremos que 12 + 22 + .. + n? = Ts go Sempre que 


n = 1. (No caso, a função proposicional p(n} é a igualdade do enunciado.) 
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Para n = 1, o primeiro membro dessa igualdade é 1? = 1 e o segundo 
A = £- 1. Portanto, a função proposicional é verdadeira para n = 1. 

Suponhamos que seja verdadeira para algum r = 1, isto é, suponhamos que 
Pale a seja verdadeira. 

Então, para n =r + 1,0 primeiro membro da igualdade a ser provada é 


ADAN, + 1P= + DQO? +6(r+1} 
6 = 6 = 


++ is PAI PE 


MA DORSr+6r+6) _ (r+ MO + 7r+6) 
7 6 = 6 


ao passo que o segundo é 
ADA DAGA DAT (+++ 3) _ (r+1)(2r?+7r+6) 
6 z 6 E 6 
e, portanto, a função proposicional também é verdadeira para n=r + 1.Isso prova 
que a igualdade efetivamente vale para todo inteiro n = 1. 


Segundo princípio de indução: Seja p(n) uma função proposicional cujo uni- 
verso é o conjunto dos inteiros maiores que ou iguais a um inteiro dado a. Suponhamos. 
que se consiga provar o seguinte: 
qi) p(a) é verdadeira. 

(ii), Ser > a e pik) é verdadeira e para todo k tal que a = k < r, então p(r) também 

é verdadeira. 

Então p(n) é verdadeira para todo n = a. 

A demonstração desse princípio é análoga à do primeiro e não será feita aqui 
(ver exercício 2). 

Exemplo 4: Provemos, usando o segundo princípio de indução, que n? > 2n para 
todo inteiro n = 2. 

Para n =2 0 primeiro membro da desigualdade vale 2? = 4 e o segundo 2 -2 =4, 
Portanto, a função proposicional é verdadeira para n = 2, 

Seja r>2 e suponhamos que se tenha k=2k para todo inteiro k tal que 
2=k<r. 

Façamos r — k = t, do que segue r = k + t, em que t >0. Dai: 

P= (k+ t)? =k? + 2k + P? > 2k + 2kt + t? > 2k + 2kt 

Mas, como k = 2 e t > 0, então 2k > 2 e, portanto, 2kt > 2t. De onde: 


P> +2t=21k + 4) =2r 


C> 32 >) 


1. Demonstre por indução: 


nnt) nan 


a1+2+.+n= 
D1+3+5+.+0n-1)=0n? (n>1) 
greBr += (1+2+. +0) (n>1) 
nn + Din + 2) 


9 1:2+2:-3 +. +n+(n+D= a 


(n= 1) 


en>=n+1 (n>2) 
2. Demonstre o segundo princípio de indução. 


3. DIVISIBILIDADE EM Z 


3.1 Divisão exata 

Diz-se que o número inteiro a é divisor do número inteiro b ou que o número 
b é divisível por a se é possível encontrar c E Z tal que b = ac. Nesse caso, pode- 
se dizer também que b é múltiplo de a. Para indicar que a divide b, usaremos a 
notação a | b. 

Por exemplo, —2 divide 6 porque 6 = (—2)(—3). Também se pode afirmar que O 
divide O uma vez que, para todo inteiro c,0=0 c. 

Sea|bea+ 0, o número inteiro c tal que b = ac será indicado por b/a e 
chamado quociente de b por a. 

A relação entre elementos de Z, definida por x | y, que acabamos de introduzir, 
goza das seguintes propriedades: 

(i) a | a (reflexividade) 

De fato, a =a -1. 

(ii) Se a, b = 0,a | b e b | a, então a = b. 

Por hipótese, b = a - & e a = bc. Se a=0(b= 0), então b = O(a = 0). Suponhamos, 
pois, a, b > 0, Como a = acyc,, segue que c;c; = 1. Mas c, e c são positivos e, por- 
tanto, essa igualdade só é possível para c, = c, = 1. De onde a = b. 

(iii) Se a | b e b | c, então a | c. (transitividade) 

liv) Se a | b e a | c, então a | (bx + cy), quaisquer que sejam os inteiros x e y. 

Por hipótese, b = ad, e c = ad; . Daí, bx = alxd) e cy = a(yd)). Somando membro 
a membro essas igualdades, obtemos: 

bx + cy = atxd) + alyd,) = alxd, + yd)) 
Então, devido à definição dada, a | (bx + cy). 
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Dessa propriedade, segue em particular que: 

“Sealbea|centãoa|(b+ )eal(b—c). 

* Se a] b, então a | bx, qualquer que seja o inteiro x. 

(v) Se a | b e c | d, então ac | bd. 

Por hipótese, b = ar e d = cs para convenientes inteiros r e s. Multiplicando-se 
membro a membro essas igualdades, obtém-se bd = (ac)(rs). De onde ac | bd. 


Exemplo 5: Vamos provar que h(n) = 2” + 15n — 1 é divisível por 9, qualquer 
que seja o inteiro n = 1. A demonstração será feita por indução sobre n. 

Como h(1) =2** +15.1-1=18=2-+9, então a afirmação é verdadeira 
paran=1. 

Seja r =1 e suponhamos h(r) divisível por 9. Então ht) = 2% + 15r — 1=9.q 
para algum inteiro q. Segue daí que 2” = 9q — 15r + 1, 

Logo, htr+1) = 220070 4+15(+1)-1=22%.224+75r4+15-1=4-28'+15r+14= 
=4(99-15r+1)+15r+14 =9(4q)-60r+15r+18=9(4q)-9(51)+9-2= 9(4q—5r +2), 
o que mostra que h(r + 1) é múltiplo de 9. 

Pelo primeiro princípio de indução, a propriedade está demonstrada. 


3.2 Algoritmo euclidiano 


Evidentemente, há infinitos casos de pares de inteiros tais que nenhum dos dois 
é divisor do outro. Por exemplo, nem 2 é divisor de 3, nem vice-versa. O algoritmo 
eudlidiano, de que trataremos aqui, estabelece uma “divisão com resto” e é a base da 
aritmética teórica (teoria dos números). Seu nome deriva do fato de Euclides o haver 
usado em seus Elementos (c. 300 a.C.) para determinar o máximo divisor comum de 
dois números positivos. Nesse ponto nada mudou de lá para cá, como veremos. Di- 
ga-se de passagem, porém, que Euclides só considerava números inteiros estritamen- 
te positivos. Nosso contexto, aqui, é mais amplo. 

Seja a um número inteiro estritamente positivo, Tomando-se algum inteiro b, há 
duas possibilidades: 

(i) b é múltiplo de a e, portanto, b = aq para um conveniente inteiro q. 

(ii) b está situado entre dois múltiptos consecutivos de a, isto é, existe um in- 
teiro q tal que aq < b < alg + 1). Dai, 0 < b — aq < a. Então, fazendo b — ga=r, 
obtemos b = aq + r, em que 0 < r < a. 

Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois intei- 
ros, a e b, com a > 0, então sempre se pode encontrar dois inteiros gertais que: 


b=ag+remqueo=r<a 
Evidentemente, r = O corresponde ao caso em que b é múltiplo de a. 


Vamos imaginar, por outro tado, que se pudesse determinar outro par de in- 
teiros, q, € ry tais que b = ag, + r com 0 = r, < a. Então, aq+r=ag +ne 
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portanto, alg — q) =" — r. Suponhamos que r * n, digamos r > r. Dai, o se- 
gundo membro da última igualdade seria estritamente negativo e, como a > 0, 
entãog— A também seria estritamente negativo e, portanto, q, — q > 0, ou seja, 
a-9> 1. Mas de alg — q) = r; — r segue que: 

r=r, + aqq- q) 

Levando-se em conta que a > 0,1, = 0e q -q> 1, da última igualdade se- 
guiría que r > a, 0 que é absurdo. 

Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r, > r também é impossível. 
De onde r =n €, consequentemente, q = 91. 

O resultado acima, conhecido como algoritmo euclidiano ou algoritmo da divi- 
são em Z, garante a possibilidade de uma “divisão aproximada em 2” Um enun- 
ciado geral para ele é o seguinte:“Dados um inteiro b qualquer e um inteiro estritamen- 
te positivo a, podem-se determinar dois inteiros, q e r, tais que b = ag+r, com 
0=r<a, Ademais, as condições impostas determinam os inteiros q e r univocamen- 
te” Os elementos envolvidos no algoritmo têm nomes especiais: b é o dividendo, a 
é o divisor, q é o quociente, e r o resto na divisão euclidiana de b por a. 4 

Na divisão de um inteiro n por 2 há duas possibilidades: o resto ser O ou 1. No 
primeiro caso, o número é divisível por 2 e é chamado número par. Consequentemente, 
os números pares se apresentam sob a forma 2t, em que t é um inteiro. Se o resto for 
1, o número pode ser expresso por n = 2t + 1, para algum inteiro t, e é chamado 
número impar. No caso da divisão de um inteiro n por 3, os restos possíveis são O, 1 
ou 2 e, portanto, n = 3t,n = 3t+ 1 ou n = 3t + 2, exclusivamente. E assim por diante. 

Exemplo 6: Vamos determinar, usando o raciocínio da demonstração, o quocien- 
te e o resto da divisão de 97 por 6. Os múltiplos estritamente positivos de 6 são: 

6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, ... 

O número 97 está entre 96 = 6 + 16 e 102 =6 + 17. Isso já nos dá o quociente: 16. 
O resto, de acordo com o algoritmo, é r = 97 — 6-16=1. 

Exemplo 7: Na divisão euclidiana de —345 por a > 0, o resto é 12. Determinar os 
Possíveis valores de a (divisor) e do quociente. 

Se q indica o quociente, então —345 = a - q + 12 (12 < a). Dai, —357 = aq, em 
que a > 12. Isso só é possível para a = 357eq=-—1,4=17eq=-21,a=21e 
q=-1)0a=51eq=-7,0=119eq=-3. 


3.3 Sobre o nosso sistema de numeracáo 


Como é bem conhecido, nosso sistema de numeração, o mesmo usado hoje pra- 
ticamente em todo o mundo civilizado, é decimal posicional, Decimal significa, em 
resumo, que, para escrever todos os números, bastam dez algarismos ou digitos, que 


CAE) 


cada dez unidades de uma dada espécie constituem uma unidade da espécie ime- 
diatamente superior, unidade essa que, para efeito de numeração, toma o lugar das 
dez que a formaram. Dez unidades simples constituem uma dezena, dez dezenas uma 
centena, e assim por diante. Posicional significa, entre outras coisas, que os números 
são escritos na forma de sequências finitas dos dez algarismos, cuja grafia moderna- 
mente é 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, e que o valor de um algarismo na sequência de- 
pende de sua posição, conforme ilustra o exemplo que segue. Em 234,0 valor de 4 
é efetivamente 4 unidades, o de 3 é 3 - 10 = 30 e 0 de 2 é 2-10? = 200. Na ver- 
dade, 234 = 4 + 3 -10 + 2 10°. 

Obviamente, a adoção desse sistema pressupõe que se possa fazer com qualquer 
número positivo o mesmo que se fez com o número do exemplo. Aliás, o objetivo 
principal deste tópico é dar uma idéia do porquê disso. Na verdade, como poderemos 
observar, ainda que de passagem, é possível construir um sistema de numeração po- 
sicional tomando como base qualquer número natural b = 2. 

No curso da história, os sistemas posicionais plenos representam o ponto alto de 
um longo desenvolvimento. Mas certamente há bem mais de quatro milênios, os ba- 
bilónios já tinham introduzido um sistema de numeração posicional, embora incomple- 
to. Na verdade esse povo, por razões difíceis de explicar, criou um sistema de nume- 
ração misto muito avançado para a época. Até o número 59 era decimal aditivo, com 
apenas um símbolo para a unidade e um para a dezena. A fim de formar o numeral 
desejado, esses símbolos eram “adicionados” convenientemente — por exemplo, o 
símbolo do 10 ao lado do símbolo do 1 formava o símbolo do 11. A partir do nú- 
mero 60 era sexagesimal (de base 60) posicional, mas incompleto, uma vez que não 
utilizava sessenta símbolos, mas tão somente os mesmos dois já referidos e, num pe- 
ríodo final, um símbolo para o zero (mas mesmo assim só no interior de um nume- 


ral, não no fim). 
T =1 
< =10 


Por exemplo, o símbolo UY podia indicar o 11 ou 1 + 10 - 60 = 601, ou mes- 
mo outros números, dependendo do contexto ou até da proximidade dos símbolos. 
O primeiro sistema de numeração decimal posicional surgiu na China, por volta 
do século XV a.C. Ele tinha, porém, características diferentes do nosso e, mesmo tendo 
evoluído ao longo do tempo, só há registro do uso de um símbolo para o zero, um 


pequeno círculo, no século XIII. Essa pode ser uma das razões pelas quais comumen- 
te se atribuem aos hindus a paternidade de nosso sistema de numeração. De fato, o 
mais tardar no século IX, os hindus já tinham desenvolvido um sistema de numeração 
posicional decimal completo, essencialmente igual ao nosso, pois o persa Muhamed 
al-Khowarizmi, um dos grandes sábios da cultura árabe, o descreveu numa obra que 
data aproximadamente do ano 825, atribuindo-o aos hindus.Embora al-Khowarizmi 
só tivesse explicitado os símbolos dos algarismos de 1 a 9, fez uso do zero em seu 
trabalho. Um pequeno círculo que figura numa inscrição hindu do ano 878 parece ter 
sido o primeiro sinal usado para o zero na história de nosso sistema de numeração. 
O fato de este ser chamado comumente de indo-arábico deriva de o povo árabe ser 
o responsável por sua disseminação no Ocidente, na esteira da expansão de seus 
domínios territoriais, depois de o haver assimilado na Índia, uma de suas primeiras 
conquistas, 

Na verdade, o que dá sustentação matemática ao uso de um sistema denumera- 
ção posicional é um teorema que enunciaremos a seguir para a base 10, mas que 
pode ser estendido, como se perceberá, para qualquer base (naturalmente = 2). 
Diga-se de passagem, porém, que os hindus não tinham um conhecimento da teoria 
envolvendo o sistema de numeração que criaram e que, se deram esse grande passo 
no desenvolvimento da matemática, foi unicamente com base no empirismo e na 
engenhosidade de seus matemáticos, 

"Qualquer que seja o número natural N, é possível encontrar uma única se- 
quência ay 1, «., a, de números naturais, com 0 = a, < 9 (} = 1, 2, .... 1), tal que 

N = ay + ay 10 + a: 102 +... + a, +10” 

Esse resultado é uma decorrência do algoritmo euclidiano, e vamos fazer um es- 
boço de justificação supondo N >10 (o caso N < 10 é imediato). De fato, aplicando 
esse algoritmo para o número N como dividendo e 10 como divisor, obtemos: 


N=10.q +r,emque0=r<9 (1) 
Se 0 = 


q = 9, justificação encerrada, pois a igualdade 
N=r+q-+10 
está de acordo com o enunciado, uma vez que 0 = qr = 9, 


Se q > 9, aplica-se novamente o algoritmo, agora com q como dividendo e 10 
como divisor: 
q=10-q, +r,emquel=<r, <9 
Desta última igualdade e de (1), segue que 
N=10(109, +n) +r=r +r 10 + q,+10%, 
Se 0 = q, = 9, justificação encerrada, pois O = r, ry q, = 9. Caso contrário, 
usa-se o algoritmo para q, e 10. Prosseguindo nesse raciocínio, chegamos a uma 
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expressão do tipo da que foi dada para N no enunciado. A questão da unicidade, 
embora também essencial, não será focalizada aqui. 

O fato de um número N poder ser expresso, univocamente, por uma expressão 
polinomial 

N= ay +0,10 + az +10 +... + 0,10 
permite que se represente esse número pela seguência 
2,0,.1.:-0304 
naturalmente subentendida a base dez. Por exemplo,o número N=5 -107+ 3 102+9 
(nove unidades, três centenas e cinco milhares) é representado por 
é 5309 

em que o 0 indica a ausência de dezenas. 


3. Sejam m e n inteiros impares. Prove que: 
a) 4 | (2m — 2n) 
b) 8 | (m? — n?) 
o 8|(m+n?- 2) 


4. Mostre que entre dois números pares consecutivos um é divisível por 4, 


5. Mostre que a diferença entre os quadrados de dois inteiros consecutivos é sem- 
pre um número ímpar. E a diferença entre os cubos de dois inteiros consecutivos? 


6. Demonstre por indução que: 
a) 7|” - 1) (n>0) 
b)8](37+7) (n>0) 
quIiçriatay (n>1) 

716794203 (n>1) 

e) 17|(8%1242.4%) (no) 


7. Prove que: 
a) Um dos inteiros a, a + 2,4 + 4 é divisível por 3. 
b) Um dos inteiros a a + La + 2,a + 3 é divisível por 4. 


8. Prove que o produto de dois números inteiros é ímpar se, e somente se, ambos 
os números são ímpares, 


9. Prove que, quaisquer que sejam os inteiros a e b, a expressão a + b + a? + b? 
representa um número par. 
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40. Na divisão euclidiana de 802 por a, o quociente é 14. Determine os valores pos- 
síveis de a e do resto. 


11. É possível encontrar dois inteiros múltiplos de 5 tais que o resto da divisão eu- 
clidiana de um pelo outro seja 13? Justifique a resposta. 


12. Quantos números naturais entre 1 e 1000 são divisíveis por 9? Justifique a 


resposta. 


13. Seja m um inteiro cujo resto da divisão por 6 é 5. Mostre que o resto da divisão 
de m por 3 é 2. 
Por hipótese, m = 6q +5. Seja r o resto da divisão de m por 3 (portanto m = 3q' +r). En- 
táo r =0, 1 ou 2. Basta mostrar que as duas primeiras alternativas são impossíveis. De 
fato, se r = 0, teríamos m = 6q + 5 = 3g} Daí, 3 - (q'— 29) = 5, igualdade essa que teria 
como conseqüència o seguinte absurdo: 3 | 5. Logo, o resto não pode ser 0. Analogamente 
se demonstra que não pode ser 1. Portanto, r = 2. mw 


14. Se o resto na divisão euclidiana de um inteiro m por 8 é 5, qual é o resto da di- 
visão de m por 4? 


15. Se m é um inteiro ímpar, mostre que o resto da divisão de m? por 4 é 1. 


4. MÁXIMO DIVISOR COMUM 


4.1 Consideremos, a título de ilustração, os inteiros 4 e 6. Os divisores de 4 são os 
elementos do conjunto D(4) = (+1, +2, +4), e os de 6 os do conjunto D(6) = (+1, 
72, +3, 16). Os divisores comuns são os elementos da interseção desses dois con- 
Juntos: 

D(4) N D(6) = (+1, =2} 

O maior elemento dessa interseção, ou seja, o número 2, é o máximo divisor 
comum de 4 e 6. 

Essa forma de introduzir o máximo divisor comum, embora muito interessante 
sob o ponto de vista didático, principalmente nos níveis elementares, não é a mais 
conveniente para os objetivos deste trabalho. Por isso, a definição que segue (equiva- 
lente, é óbvio, à que foi esboçada acima em termos de conjuntos de divisores). 

Definição 1: Sejam a e b dois números inteiros. Um elemento d E Z se diz má- 
ximo divisor comum de a e b se cumpre as seguintes condições: 

Md=o0 

iddlaed|b 


(iii) Se d' é um inteiro tal que d' | a e d' | b, então d | d tou seja, todo divisor co- 
mum a a e b também é divisor de d). 

A definição de máximo divisor comum pode ser estendida de maneira natural | 
para n números inteiros 4;, A» ..., Ap (n > 2). 

Exemplo 8: É fácil comprovar que, no caso em que a = 4 e b = 6,0 número 2 é 
o único inteiro que passa pelo crivo das condições da definição dada. No caso de (ii), 
por exemplo, os divisores comuns a 4 e 6 são +1, +2, todos divisores de 2. 

Seguem algumas propriedades imediatas do conceito de máximo divisor comum. 


« Se d e d, são máximos divisores comuns de a e b, então d = d,. 

De fato, devido à definição, d | d, e d, | d. Como se trata de números positi- 
vos, isso só é possível se d = d,. Fica garantido, então, que um dado par de inteiros 
não pode ter mais de um máximo divisor comum. 

» O número 0 é o máximo divisor comum de a = 0 e b = 0. É só lembrar da 
definição. 

« Qualquer que seja a + 0, |a| é o máximo divisor comum de a e 0. 

De fato. Primeiro, |a} é positivo. Depois, [a divide 0, porque todo inteiro é di- 
visor de 0, como já vimos, e fa| divide a, pois a = |al(! 1). Finalmente, se c divide 
la] e c | 0, então c | a, pois a = Ja(+1). 

+ Se d é máximo divisor comum de a e b, entáo d também é máximo divisor co- 
mum de —a e b,a e —be —a e —b. Basta lembrar que todo divisor de x é divisor de 
—x, e vice-versa. 


4.2 Obviamente, a definição de máximo divisor comum de dois números inteiros não 
garante por si só sua existência. A intuição nos diz que isso é verdade, mas, a rigor, é 
preciso demonstrar que é, o que faremos a seguir. A demonstração que daremos se 
justifica principalmente porque garante a possibilidade de exprimir de maneira aritmé- 
tica o máximo divisor comum de a e b como uma soma envolvendo esses elementos. 

Proposição 1: Para quaisquer inteiros a e b, existem inteiros xy e yo tais que 
dl = ax, + byg é o máximo divisor comum de a e b. 

Demonstração: Levando em conta a última propriedade imediata relacionada 
acima, podemos nos ater ao caso em a > 0 e b > 0. 

Consideremos o conjunto L = [ax + by | x, y E Z}. L possui elementos estrita- 
mente positivos, por exemplo, a + b, obtido ao se fazer x = y = 1.Seja d o menor 
entre todos os elementos estritamente positivos de L. Portanto, d = ax, + byo, para 
convenientes elementos xa, Yo E Z. Mostremos que d é o máximo divisor comum 
de aeb. 

De fato: 

(i) Obviamente d = 0. 


ES 1 €) 


(ii) Apliquemos o algoritmo euclidiano a a e d, o que é possível, pois d > O: 
a=dq+r (0 = r < d). Mas, como já vimos, d = axy + byg e, então: 
a = (axo + byoq +r 
Daí, por transposições algébricas convenientes, 
r=a(t — qx) + bl-gyo) 
o que mostra que r é um elemento de L. Então, r não pode ser estritamente positivo, 
pois é menor que d (= mínimo de 1). Logo, r = O e, portanto, a = dq. Ou seja: d | a. 

De maneira análoga se demonstra que d|b. 

(ii) Se d' | a e d'| b, então d'| d, uma vez que d = axo + byo. # 

Nesta altura já mostramos que todo par de inteiros tem um máximo divisor co- 
mum e que este é único. A notação que usaremos para exprimir o máximo divisor 
comum d de a e b é d = mdc(a, b). Vale salientar ainda que esse máximo divisor co- 
mum pode ser expresso por uma iguaidade envolvendo a e b:d = axo + byo, em que 
x e yo São convenientes inteiros, como vimos. Na verdade, sempre há uma infinidade 
de pares de inteiros x,y E Z para os quais d = ax + by. Cada uma dessas relações 
será chamada de identidade de Bezout para a, b e d. 


4.3 A proposição anterior tem muitas vantagens, mas a desvantagem de não ser 
construtiva. Entretanto, esse problema pode ser superado, e a chave para isso é o 
algoritmo euclidiano. O método de divisões sucessivas para a determinação do máxi- 
mo divisor comum de dois inteiros, que explicaremos a seguir, é o mesmo usado por 
Euclides há mais de dois milênios e ainda ensinado no ensino básico, Para tanto, pre- 
cisaremos de dois lemas fáceis de provar. Sem prejuízo da generalidade, podemos nos 
ater a números inteiros estritamente positivos. 

Lema 1: Se a | b, então mde(a, b) = a. 

Demonstração: Primeiro a é estritamente positivo por hipótese. Depois a | a e 
a | b (hipótese). E se d'] ae d' | b, é claro que d'| a. % 

Lema 2: Se a = bg + r, então d = mdc(a, b) se, e somente se, d = mdc(b, r). 

Demonstração: Suponhamos d = mde(a, b} e provemos que d = mde(b, r). Pri- 
meiro, d = 0, por hipótese. Depois, como d | a e d | b, então d | b e d | (a — bq). Ou 
seja, d | b e d | r. Por último, se d' | b e d' | r, então d' | b e d' | (bq + r), ou seja, d'| b 
e d' | a; mas, como d = mdcta, b), então d | d. A demonstração da recíproca segue a 
mesma linha de raciocinio. # 


Método das 


ões sucessivas: O objetivo é encontrar o máximo divisor 
comum de dois inteiros, a e b (que podemos supor estritamente positivos), por 
meio de aplicações sucessivas do algoritmo euclidiano. Primeiro, aplica-se para a 
e b, depois para be o primeiro resto parcial, e assim por diante. Ou seja: 
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a=bq +r (0 = r, < b) 
b=r tn (n<n) 
NIRB ts (MS) 


É claro que, se acontecer de r, ser nulo, então b = mdcía, b), devido ao lema 1, e 
O processo termina na primeira etapa. Se r, + 0, passa-se à segunda e raciocina-se 
da mesma maneira com relação a r. Se r, = 0, então r, = mdcfb, r), devido ao lema 1; 
mas, devido ao lema 2, mdc(b,r,) = mdc(a, b); das duas conclusões obtidas, segue que 
r = macía, b). E assim por diante. 

Ocorre que, como b > r) > 1 > .. = 0, então para algum índice n teremos com 
certeza fp + | = 0. De fato, se todos os elementos de (r,, 2.13, .) fossem não nulos, 
então esse conjunto, que é limitado inferiormente, não teria mínimo, o que é impos- 
sivel. Assim, para o Índice n referido: 

1-25 9-19 ta 
In -1 = Fa Ona 

Portanto, em virtude dos lemas demonstrados: 

Ey =mdctr, — y, fn) ='mde(r, — 2 fn 1) = mdcíb, r,) = mdc(a, b) 

Exemplo 9: Determinar, pelo processo das divisões sucessivas, mdc(41, 12). Devido 
ao papel especial que têm, sublinharemos o dividendo, o divisor e o resto em cada 
etapa do processo, 


2) 
Portanto, mdc(41,12) = 
Usualmente, porém, procede-se da seguinte maneira: 


3 2 2 2 
41 12 5 2 1 
5 2 1 0 


Exemplo 10: O processo das divisóes sucessivas também serve para determinar 
os inteiros xo, Yo tais que axo + byg = d, em que d = macía, b). Vamos ilustrar o 
procedimento para a = 41 e b = 12. Para isso, aproveitaremos as divisões sucessi- 
vas já feitas em (2). Começaremos pela penúltima igualdade, aquela em que o 
máximo divisor comum figura como resto, pondo 1 em função de 5 e 2, por meio 
de transposições algébricas. Na igualdade obtida, substituímos 2 em função de 12 
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e 5 e continuamos com o processo até obter o máximo divisor comum, 1, em 
ção de 41 e 12. Vejamos como: 
1=5-2:2=5- (12-5:2)-2=5+5+ 12 -(-2)= 
41 — 12 «3.5 + 12-(-2)=41-5 + 12 -(-17) 
Então um par de valores para xy € Yo tal que 41x, + 12y9 = 1 é (5, -17). 


fun 


4,4 Dois inteiros a e b dizem-se primos entre si se mde(a, b) = 1.Por exemplo, os núme- 
ros 41 e 12 são primos entre si, uma vez que, como já vimos em 4.3, mdc(41,12)=1. 

Proposição 2: Para que Os inteiros a e b sejam primos entre si, é necessário 
e suficiente que se possam encontrar Xp , Yo E Z tais que axo + byo = 1. 

Demonstração: Se a e b são primos entre si, então a proposição 1 garante a exis- 
tência do par de elementos xo, yo conforme o enunciado. 

Reciprocamente, suponhamos que se possam encontrar Xo, Yo E Z tais que 
axo + byo = 1. Então, qualquer divisor de a e b é também divisor de 1. Logo, os 
únicos divisores comuns aos elementos a e b são +1 e —1. De onde o máximo di- 
visor comum de a e b é 1. # 

Exemplo 11: Mostremos que dois números inteiros consecutivos são primos en- 
tre si. Sejam nen + 105 números. Sea |nea|n + 1, então a | [(n+1)--n], ou 
seja, a | 1. Logo, a = 11, quer dizer, os únicos divisores comuns a n e n+1 são 1 e 
--1, De onde mdctn, n+1) = 1. 

Outra maneira de chegar a essa conclusão é observar que vale a seguinte iden- 
tidade de Bezout para os números considerados: (n + 1) +1 + n(=1)=1, 


Corolário: Se a e b são inteiros não simultaneamente nulos e se d = mdcía, b), 
então mdcla/d, b/d) = 1. 
Demonstração: É só trabalhar com uma identidade de Bezout para a e b. Como 
d = mdceía, b), então existem inteiros xy e yo tais que axa + byo = d. Daí (dividindo 
ambos os membros por d): 
(a/d)xo + (b/d)yo = 1 
Então, por causa da proposição, a/d e b/d são primos entre si. 4 


Proposição 3: Se a e b são inteiros primos entre si e a | bc, então a | c. 
. Demonstração: Devido à proposição anterior, axo + byo = 1, para convenientes 
inteiros xy e yo. Multiplicando-se os dois membros dessa igualdade por c: 
(tadxo + (boyo = € 
Como a divide a, então a divide (ac)xo: e, como a divide bc (por hipótese), en- 


tão divide (bc)y,, Logo, a divide a soma (ac)xg + (boyo. Ou seja, a divide c, como que- 
riamos provar. # 
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Proposição 4: Sejam a e b inteiros primos entre si. Se a į ce b | c então ab | c. 
Demonstração: Consideremos uma identidade de Bezout para a e b: 
ax + byy=1 
Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por € 
{acxa + (bo)yo = c 
Como a | a e b | c então ab | ac e, portanto, ab | (ac)xg; de maneira análoga, de- 
monstra-se que ab | (bc)yo. Logo, ab | [lac)xy + (bc)yol, ou seja, ab | c. # 


16. Encontre o máximo divisor dos pares de números que seguem e, para cada caso, 
dé uma identidade de Bezout. 


a) 20e 74 b) 68 e 120 c) 42 e -96 


17. O máximo divisor comum de dois números é 48 e o maior deles é 384. Encontre o 
outro número, 


18. O máximo divisor comum de dois números é 20. Para se chegar a esse resultado 
pelo processo das divisões sucessivas, os quocientes encontrados foram, pela 
ordem, 2, 1,3 e 2. Encontre os dois números. 


19. a) Prove que mdcía, mdc(b, c)) = macía, b, À). 
b) Use esse fato para encontrar o máximo divisor comum de 46, 64 e 124. 


a) Seja d = macía, b, c) e provemos que d = mdcía, mdc(b, c)). (i) 


= 0, pela defi- 
nição de máximo divisor comum. (ii) Como d | a, d | b e d | c, por hipótese, então 
d | a e d | mdctb, à, visto que todo divisor de b e c é divisor do máximo divisor 
comum desses números. (ii) Seja d' um divisor de a e de mdctb, c); então d' | a, 
d'| b e d | ce, portanto, divide o máximo divisor comum desses números, ou seja, 
divide d. 

b) Fica proposto. a 


20. Prove que mdcín, 2n + 1) = 1, qualquer que seja o inteiro n. 
21. Sejam a e b números inteiros tais que mdcía, a+b) = 1. Prove que mdcía, b) = 1. 
O recíproco desse resultado também é verdadeiro. Enuncie-o e demonstre-o. 


Sugestão: Para a primeira parte, tome um divisor de c de a e b e mostre que 
ele também é divisor de a e a + b. 
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22. Demonstre que, se a lc b|c e mdcía, b) = d, então ab | cd. 
Sugestão: Use a identidade de Bezout para a, b e d. 


23. Se a e b são inteiros primos entre si, demonstre que mde(2a + b,a + 2b) = 1 ou 3, 


5, NÚMEROS PRIMOS 


5,1 Um número inteiro a + 0, +1 tem pelo menos quatro divisores: +1 e ta. Es- 
ses são os divisores triviais de a. Alguns números diferentes de 0 e +1 só têm os divi- 
sores triviais — são os chamados números primos. Por exemplo, o número 2 é primo, 
pois seus únicos divisores são +1 e +2. Um número inteiro diferente de 0 e +1 e que 
tem divisores não triviais é chamado número composto. O 6, por exemplo, cujos divi- 
sores são +1, +2, +3 e t6. 

Definição 2: Um número inteiro p é chamado número primo se as seguintes 
condições se verificam: 

ü p+o 

Gi) p # +1 

(ii) Os únicos divisores de p são 41, tp. 

Um número inteiro a + 0, +1 é chamado número composto se tem outros divi- 
sores, além dos triviais. 

Lema 3 (lema de Euclides): Sejam a, b, p E Z. Se p é primo e p | ab, então p | a 
oup|b. 

Demonstração: Suponhamos que p não seja um divisor de a. Logo, —p também 
não é divisor de a. Como os divisores de p são apenas +1 e +p, então os divisores 
comuns a p e a são apenas +1. Daí, mdc(p, a) = 1 e, portanto, existem Xo Yo E Z 
tais que 

PXy + ayo =1 
Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por b, obtém-se: 
pbx) + (ably, = b 

Como p | p e p | ab (hipótese), então pllp(bxo) + (ab)yo), ou seja, p | b. Analo- 
gamente se mostra que, se p não divide b, então divide a. 4 

Por indução, pode-se demonstrar sem dificuldades maiores que, se p é primo 
e divide 0,92..4, (n=1), então p divide um dos fatores aj. 

Lema 4: Seja a + 0, +1 um inteiro. Então, o conjunto 

L={x€ Z |x>1 ex é divisor de a) 
Possui um mínimo e esse mínimo é um número primo. 

Demonstração: O conjunto Ł não é vazio, pois a e ~a são divisores de a e um 

desses números é necessariamente maior que 1. Então, pelo princípio do menor 
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número inteiro, L possui mínimo, o qual será denotado por p. Se p não fosse primo, 
então seria composto (já que é maior que 1), teria um divisor não trivial q e, portanto, 
também —q seria divisor de p. Resumindo: p teria um divisor q, tal que 1 < q, <p 
{qı = q ou qı = —9). Juntando as conclusões: p | a e q, | p, do que segue que q; La 
e, portanto, q, € L. Absurdo, já que p é o mínimo de Se 1 < qı <P. # 

Proposição 5 (teorema fundamental da aritmética): Seja a > 1 um número 
inteiro. Então é possível expressar a como um produto a = p,p,..p,, em que r > 1 e os 
inteiros p,, Pz ... p, São números primos positivos. Além disso, se a = q,9>..-q;, €m 
que gi: 9», ~ q, São também números primos positivos, então s = r e cada p; é igual 
a um dos gy. 

Demonstração: 

(i) Para demonstrar a possibilidade da decomposição, a rigor se deveria raciocinar 
por indução. Mas nossa explicação será meio informal. Devido ao lema 4, a tem um 
divisor primo positivo p,. Logo, a = p,q,, para um conveniente q, € Z. Como a e p) 
são estritamente positivos, o mesmo acontece com q, que, ademais, é menor que a 
(é um fator positivo de a). Se q, = 1, demonstração concluída: a = p, é primo positivo. 
Se q, > 1, repete-se o raciocínio com esse número: toma-se um divisor primo p, de 
q O que é garantido pelo lema 4, e, portanto, q, = p»3> para um conveniente in- 
teiro positivo q, (q, < q)). Nesta altura: a = p;p q» em que p; e p, são primos e q, = 1. 
Agora repete-se o raciocínio com q, e assim por diante. Como a > >> ~ = 1, 
em alguma etapa desse procedimento se terá q, = 1 e, então, a = p,p,...p, COMO que- 
ríamos provar. 

(ii) Também aqui não nos preocuparemos com o rigor formal. Suponhamos 
P1P2P, = 42-45, nas condições enunciadas. Então p,, por exemplo, divide o 
segundo membro e, portanto, devido ao lema 3, divide um dos fatores, Digamos 
que p; | q, Como q, é primo e seu único divisor primo positivo é ele mesmo, então 
pi = qı. Então, pode-se cancelar p, na igualdade da hipótese, obtendo-se pp... p, = 
= Q243-4s. Repete-se o raciocínio, o que permitirá cancelar um fator do primeiro 
membro com um igual a ele do segundo. E assim por diante. Como, evidentemente, 
não se pode ter uma situação do tipo p,.1 Ps+2--P; = 1 (pois isso significaria que os 
números primos do primeiro membro seriam divisores de 1, o que é impossível), 
então r = s e cada fator do primeiro membro é igual a um do segundo. & 

Convém frisar que a demonstração da possibilidade da decomposição é cons- 
trutiva, como se pôde observar. Mais: a idéia dessa demonstração é usada no al- 
goritmo prático com o qual normalmente se aprende na escola a decomposição em 
fatores primos. De fato, suponhamos que se queira decompor em fatores primos o 
número 60. O algoritmo usado começa, como ocorre na demonstração, considerando- 
se o menor divisor primo de 60, que no caso é 2. Depois se considera, também 
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como na demonstração, o menor divisor primo do quociente, que no caso novamen- 


te é 2,e assim por diante. O algoritmo prático costuma ser ensinado da maneira que 


segue: 
60 2 
30 2 
15 3 
5 5 


Portanto,60=2-2-3-5=2?.3-+5, 


5.2 Sobre a decomposicáo em fatores primos 


A proposição anterior, dada sua importância, merece alguns comentários e especi- 
ficações. Na decomposição de um inteiro estritamente positivo a em fatores primos po- 
sitivos, conforme o teorema, pode ocorrer de um fator se repetir algumas vezes. Nesse 
caso podem-se reunir esses fatores repetidos numa só potência, mediante a nota- 
ção exponencial. Supondo que os fatores primos distintos sejam p; < p< .. < pm 
{m = 1) e que eles apareçam respectivamente «,, q», ..., Om Vezes (a, = 1,i=1, 
2, .., m), à decomposição poderá ser escrita assim: 

a = ppp 

Essa decomposição, com os fatores primos em ordem crescente, será tratada co- 
mo decomposição canônica de a em fatores primos. 

Mas muitas vezes lida-se numa mesma questão com dois ou mais inteiros es- 
tritamente positivos. Quando isso acontece, pode ser conveniente ampliar a idéia de 
decomposição canônica para que em todas figurem os mesmo fatores primos. Isso é 
sempre possível recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um fator primo 
aparece na primeira decomposição com expoente não nulo e não aparece explicita- 
mente na segunda, nós o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa conven- 
ção, supondo que os inteiros sejam a e b, podemos escrevê-los assim: 

app up" e apro rap re (a B,> 0) B) 

Por exemplo, os números 28 e 300 podem ser representados da seguinte forma: 

28=22.3º.5º.7 e 300=22.3.52.7º 

Através desse expediente pode-se construir o máximo divisor comum de dois 
elementos estritamente positivos (e, por conseguência, de qualquer par de inteiros 


=0, +1). De fato, supondo-se que esses elementos sejam a e b e que sejam dados 


Por (3), então o elemento 


d= p" prp," 


em que y;= min (a,, B;}, é o máximo divisor comum de a e b. 


¡CAD 


De fato, obviamente d é positivo; além disso, como y; = aye y; = Bp então d | a 
e d | b; por último, sedEZed|aed'|b, então 
d= prh paz... por 
com y; = a, e y, $ B; Portanto, y = minta; Bj). De onde d' | d. 
Por exemplo, se a = 28 e b = 300, como 


28=22.30.5%.7 e 300=22.3.52.7º 


entáo 
mdc(28, 300) = 2? . 3° . 5°. 7° =4 
Exemplo 12: Através da decomposição canônica 
4, am 
a =p; ' Pz 2. Pm 
pode-se obter uma fórmula para o número de divisores de a. De fato, um número 
positivo é divisor de a se, e somente se, 
BiB, 

b =p, ' po. Pm 

em que 0 = B; = a; (i = 0, 1, 2,.., m). Como para cada expoente na decomposição 


de b há a; + 1 possibilidades a fim de que b divida a, então o número de diviso- 
res positivos de a é 


Bm 


(a, + Día, + 1) ... (Ay + 1) 
Por exemplo, o número de divisores positivos de 300 = 22.3 .5263.2.3=18. 


24. Decomponha em fatores primos 234, 456 e 780, 


25. Ache o máximo divisor comum dos seguintes pares de números através da de- 
composição desses números em fatores primos: 
a) 234 e 456 
b) 456 e 780 
c) 200 e 480 


26, Determine todos os números primos que podem ser expressos na forma n?—1. 
Sugestão: Suponha p = n?—1 um número primo e fatore o segundo membro 
dessa igualdade. 


27. Se n é um inteiro e nº—1 é primo, prove que n = 2 ou n = ~}. 


28. Em1742,0 russo Christian Goldbach formulou a seguinte conjectura (conhecida 
como conjectura de Goldbach): “Todo inteiro par maior que 2 é igual à soma de 
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dois números primos positivos: Por exemplo:4=2 +2,6 =3 +3,8=3+5, 
10 = 3 + 7, etc. Até hoje continua em aberto a questão de saber se essa propo- 
sição é falsa ou verdadeira. 

Admitindo a conjectura de Goldbach, prove que todo inteiro maior que 5 é soma 
de três números primos. Por exemplo:6=2 +2 +2, 7=2+2+3, 8=2 +3+3, etc. 
Sugestão: Devido à conjectura, sen = 3,2n — 2 = p + q {p e q primos). Por- 
tanto, 2n =p + q + 2 (soma de três números primos). 


29. Ache o menor número inteiro positivo n para o qual a expressão h(n) = n+n+17 
é um número composto. 


30. Se nº + 2 é um número primo, prove que n é múltiplo de 3 ou n = 1. 
Sugestão: Há três possibilidades de expressar um número inteiro n: n = 3q, 
n=3q + 1,n= 3q + 2, conforme o resto da divisão de n por 3 seja 0,1 ou 
2. Mostre que as duas últimas sáo impossíveis, no Caso. 


31. Qual é o menor número inteiro positivo que tem15 divisores? 
Sugestão: Se a = py py? Le Pm Té a decomposição do número procurado em 
fatores primos, então 15 = (a, + Díaz + 1).-(0 + 1). Observe que só há duas 
maneiras (salvo quanto à ordem) de decompor 15 em fatores inteiros positivos. 


32. Demonstre que o conjunto dos números primos positivos é infinito. 

A primeira demonstração conhecida desse resultado, aliás a mesma que esbo- 
çaremos a seguir, foi dada por Euclides em seus Elementos. 

Esboço da demonstração: Suponha que esse conjunto fosse finito: digamos que 
seus elementos fossem py, Pz - Pa Construa O número p = pp>..Pn + 4. Esse 
número não é nenhum dos p; (por quê?). Logo, é composto (por qué?), Então 
é divisível por um dos p; (1 = i = n) (por quê?). Segue, então, que p 11 (por 
quê?). Esse absurdo (por quê?) garante a infinitude do conjunto dos primos. 


6. EQUAÇÕES DIOFANTINAS LINEARES 


6.1 Diofanto de Alexandria viveu provavelmente no século III d.C. De sua produção 
matemática conhecem-se apenas os fragmentos de uma obra que trata de números 
poligonais e a extremamente original e criativa Arithmetica, graças à qual ele é às 
vezes considerado o pai da álgebra. Da Arithmetica restam seis livros em grego e qua- 
tro em árabe, estes últimos descobertos recentemente (segundo o prefácio da obra, 
9 número total de livros seria treze). Trata-se de uma coletânea de problemas, para 
resolução dos quais Diofanto usava, em vez de métodos gerais, engenhosos artifícios 
algébricos. Com isso a obra se distingue radicalmente da matemática grega clássica 
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(de Euclides, por exemplo), cujas raízes estavam fincadas na geometria e no método. 
dedutivo. 

Devido à Arithmetica, hoje são chamadas equações diofantinas todas as equações 
pofinomiais (não importa o número de incógnitas) com coeficientes inteiros, sempre 
que seu estudo seja feito tomando como universo das variáveis o conjunto dos nú- 
meros inteiros. Isso não obstante Diofanto só ter trabalhado com alguns poucos casos 
particulares dessas equações e seu universo numérico ter sido o dos números racio- 
nais estritamente positivos. 

Aqui só estudaremos as equações diofantinas lineares em duas incógnitas. Ou se- 
ja, equações do tipo 

ax+by=c (4) 
em que a e b são inteiros não nulos. Uma solução de (4) é, nesse contexto, um par 
(Xo, Yo) de inteiros tais que a sentença 

axo + byy=c 
é verdadeira. Inicialmente deduziremos uma condição para que (4) tenha uma solução, 


Proposição 6: Uma equação diofantina linear ax + by = c tem solução se, e 
somente se, d = mde(a, b) é um divisor de c. 

Demonstração: 

(=>) Se (Xo, Yo) é uma solução, vale a igualdade 

axy + byy=c 

Como d | a e d | b, então d | c, devido à propriedade (iv, 3.1). 

(+) Como d = mdc{a, b), então, devido à proposição 1, podem-se determinar 
Xo «Yo E Z tais que axy + byo = d. Mas, por hipótese, d |c e, portanto, c = dq para al- 
gum inteiro q. De onde, 

c= dq = (axo + byo)q = a(xog) + blyog) 
O que mostra que o par (xog, Yoq) é solução da equação considerada. 4 

É importante observar que, se (Xor Yo) é uma solução de ax + by =c, com a,b >0, 
então (=x. Yo), Xo —Yo) € (Xy, — Yo) são soluções respectivamente de (—a)x + by=c, 
ax + (—b)y = c ẹ (-alx + (-b)y =c. 

Exemplo 13: Encontrar uma solução da equação diofantina 26x + 31 y =2. Como 
mdc(26, 31) = 1, então a equação tem solução, Usaremos o método das divisões su- : 
cessivas para exprimir o máximo divisor de 26 e 31 por meio de uma identidade | 
de Bezout: 


Assim; 
1=26-5.5=26-(31-26-1).5=26.6+31-(-5) 
Então, (Xy, Yo) = (6, —5) e, portanto, o par (2 - 6,2 + (—5)) = (12,10) é uma so- 
lução da equação dada. 
Conseqúentemente (—12, —10), (12, 10) e (—12, 10) são soluções, respectiva- 
mente, de (-26)x + 31y=2,26x ~ 31y = 2 e (-26)x + (-31y) = 2. 


Proposição 7: Se a equação diofantina ax + by = c tem uma solução (xo, yo), 

então tem infinitas soluções e o conjunto destas é 
S=((x + (b/d)t, yy —lad)|tez) 

em que d = mdcta, b). 

Demonstração: Mostremos primeiro que todo par (xo + (b/d)t, yo — (a/d)t) é 
solução da equação considerada. De fato, 

alxo + (b/d)t) + blyo — (a/d)t) = axo + byo + [lab — baj/d]t = axo + byo = € 

pois (Xp, Yo) é solução, por hipótese. 

De outra parte, seja (x, y’) uma solução genérica da equação. Então: 

ax + by'= c= ax + byo 
Daí; 
a{x — xo) = blyo — y) 

Mas, como d é divisor de a e de b, então a = dr e b = ds, para convenientes 

inteiros r e s, primos entre si. Logo, 
drte — xo) = dstyo — y) 
e, portanto: 
rix — xo) = (Yo — y) 

Essa igualdade mostra que r divide s(yo — y). Mas, como re s são primos entre 

si então r divide y, — y (proposição 3). Logo: 
yTy =n 
para algum t E Z. Levando-se em conta que r = a/d, então 
Y =Y — (a/d)t 
Observando-se agora que, em conseqüência, 


AX = xo) = S(Yo = y) = srt 
obtém-se: 
xX =x + (b/d)t # 

É interessante e talvez surpreendente observar que o fato de uma equação dio- 
fantina ax + by = c ter infinitas soluções (quando tem uma) significa, geometrica- 
mente, que a reta de equação ax + by = c possui uma infinidade de pontos de coor- 
denadas inteiras do plano cartesiano. 
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Exemplo 14: Determinar todas as soluções da equação diofantina 43x + 5y = 250, 


Como mdc(43, 5) = 1, que obviamente divide 250, a equação tem soluções. É 
importante lembrar que, se (Xp, Yo) é uma solução de 43x + 5y = 1, então Cosa 
250yp) é solução da equação dada, como já vimos. | 

Mas já vimos também como achar uma solução de 43x + Sy = 1 por divisões su-. 


cessivas, Da sucessão 


-8+3 
1+2 

RA 
segue que 
1=3-24=3-(5-3.1).1=3.2+5.(=1)=(43-5.8).24+5-(=1)=43.2+ 
+5-(-17) e, portanto, uma solução de 43x + 5y = 1 é (2,17). Logo, uma solução 
de 43x+5y= 250 é (500, —4 250). De onde a solução geral da equação pode ser 
expressa por 

(500 + 5t, —4250 — 43t) 

em que t é uma variável no conjunto dos inteiros. 

Conforme observação ao fim da demonstração da proposição 7,a reta de equa- 


ção 43x + 5y = 250 possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras do pla- 
no cartesiano. 


Exercícios 


33. Resolva as seguintes equações diofantinas lineares: 
a) 3x + 4y = 20 c) 18x — 20y = -8 
b) 5x — 2y=2 d) 24x + 138y = 18 


34. Decomponha o número 100 em duas parcelas positivas tais que uma é múltiplo 
de 7 e a outra de 11. (Problema do matemático L., Euler [1707-1783].) 


35. Ache todos os números inteiros estritamente positivos com a seguinte proprie- 
dade; dão resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos por 7. 


36. O valor da entrada de um cinema é R$ 8,00 e da meia entrada R$ 5,00. Qual é 
o menor número de pessoas que pode assistir a uma sessão de maneira que a 
bilheteria seja de R$ 500,00? (Em tempo: a capacidade desse cinema é suficiente 
para esse número de pessoas.) 


37. Ao entrar num bosque, alguns viajantes avistam 37 montes de macá. Após serem 
retiradas 17 frutas, o restante foi dividido igualmente entre 79 pessoas, Qual a 
parte de cada pessoa? (Problema de Mahaviracarya, matemático hindu.) 
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7. CONGRUÉNCIAS 


7.1 O conceito de congruência, bem como a notação através da qual essa noção se 
tomou um dos instrumentos mais poderosos da teoria dos números, foi introduzido 
por Karl Friedrich Gauss (1777-1855), em sua obra Disquisitiones arithmeticae (1801). 

Para dar uma idéia da noção de congruência, consideremos a seguinte questão, 
talvez ingênua mas ilustrativa: se hoje é sexta-feira, que dia da semana setá daqui a 
1520 dias? 

Para organizar o raciocínio, indiquemos por 0 o dia de hoje (sexta-feira), por 1 o 
dia de amanhã (sábado), e assim por diante. A partir dessa escolha, pode-se construir 
o seguinte quadro: 


= 
sexta | sábado | domingo | segunda | terça quarta | quinta 
0 1 2 3 4 5 6 
7 8 9 10 11 12 13 


Nossa questáo agora se resume em saber em que coluna da tabela se encontra o 
número 1520. Para isso basta observar que dois números da segiléncia O, 1, 2, ... estão 
na mesma coluna se, e somente se, sua diferença é divisível por 7. Suponhamos que 
o número 1520 se encontre na coluna encabeçada pelo número a (0 = a = 6). Então, 

1520 — a =79 
para algum inteiro positivo q. Daí: 
1520=7q +a (0=a= 6) 

Ora, pela unicidade do resto na divisáo euclidiana, segue dessa igualdade que a 

é o resto da divisáo de 1520 por 7. Observando que 


1520 [7 
12 217 
50 
1 


conclui-se que esse resto é 1 e que, portanto, 1520 está na segunda coluna, Logo, 
daqui a 1520 dias será um sábado. 


Questóes como essa, envolvendo periodicidade, exigern uma aritmética diferente. 
O conceito de congruéncia, a ser dado a seguir, é a chave dessa aritmética. 

Definição 3: Sejam a, b números inteiros quaisquer e m um inteiro estritamente 
Positivo. Diz-se que a é cóngruo a b módulo m se m | (a — b), isto é se a — b = mq 


Para um conveniente inteiro q. Para indicar que a é côngruo a b, módulo m, usa-se 
a notação 


a = b {mod m) 
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A relação assim definida sobre o conjunto Z chama-se congruência módulo m. 

Por exemplo, na tabela construída na abertura deste tópico, dois elementos quais- 
quer de uma mesma coluna são côngruos módulo 7. 

Para indicar que a — b não é divisível por m, ou seja, que a não é cóngruo a 
b módulo m, escreve-se 

a + b (mod m) 

Seguem as propriedades básicas da congruência de inteiros: 

C)a = a (mod m) (reflexividade) 

De fato, a — a = 0 é divisível por m. 

C3) Se a = b (mod m), então b = a (mod m). (simetria) 

Se a = b (mod m), então m | (a — b), ou seja, a — b = mq para algum q. Daí 
b-a=m(-9) e, portanto, m | (b — a). De onde b = a (mod m). 


Cs) Se a = b (mod m) e b = c (mod m), então a = c (mod m). (transitividade) 

Por hipótese, m | (b — a) e m | (c — b). Logo, m | [(b — a) + (c — b)], ou seja, 
m | (c — a). Dai, m | (a — c) e, portanto, a = c (mod m). 

C4) Se a = b (mod m) e 0 = b < m, então b é o resto da divisão euclidiana de 
a por m. Reciprocamente, se r é o resto da divisão de a por m, então a = r (mod m). 

De fato. Por hipótese, a — b = mg para algum inteiro q. Daí a = mq + b {0 = 
= b < m). A conclusão decorre da unicidade do quociente e do resto no algoritmo 
euclidiano. 

A demonstração da reciproca é imediata. 

Cs) a = b (mod m) se, e somente se, a e b dão o mesmo resto na divisão eu- 
ctidiana por m. 

(=>) Por hipótese, a = b = mq, para algum inteiro q. Portanto: 

a=b+ mg 
Sejam q, e r o quociente e o resto da divisão euclidiana de a por m: 
a=my+r(O=sr<m 
Das duas últimas igualdades segue que 
b+mg=my, +r 
e, então: 
b=mq-q+r(0sr<m) 
Portanto, r é o resto da divisão de b por m. 
(+) Por hipótese, a e b dão o mesmo resto na divisão euclidiana por m: 
a=mq +r e b=my+r(O<r<m) 
Subtraindo-se membro a membro essas igualdades: 
a -b= miq - q) 
De onde, a = b (mod m). 
Todo conjunto formado por um e um só elemento de cada classe de equiva- 


CS 54 =>) 


léncia módulo m é chamado sistema completo de restos módulo m. Obviamente, 
como o representante mais natural da classe r é o elemento r, então o conjunto 
19,1,2 um — 1) é o sistema completo de restos módulo m mais natural. Mas nem 
sempre é o mais conveniente. Sáo também sistemas completos de restos módu- 
lo m, ás vezes mais convenientes: 


E fo +1, 12, 


at, se m é impar. 


> fo +1, t2 


Para mostrar, por exemplo, que a congruéncia x? + 1 = O (mod 8) não tem so- 

lugáo, o uso deste último sistema facilita. De fato, como 

x= 0, +1, +2, +3,4 (mod 8) 
então x? = 0, 1, 4, 9, 16 (mod 8). Mas 9 = 1 (mod 8) e 16 = 0 (mod 8). Portanto, 
x = 0, 1, 4 (mod 8). De onde, x?+1 = 1, 2, 5 (mod 8). 

Cj a = b (mod m) se, e somente se, a tc =b tc (mod m). 

Por hipótese, a — b = mg, para algum inteiro q. Dai (a + c) — (bi c) = mq e, 
portanto, a + c = b + c (mod m). Para demonstrar a recíproca, é só inverter a ordem 
do raciocínio. 

C,) a = b (mod m) e c = d (mod m), então a + c = b + d (mod m). 

De fato, como a = b (mod m), então a + c = b + c (mod m), devido à pro- 
priedade anterior. Pelo mesmo motivo, da hipótese c = d (mod m) segue que 
c + b = d + b (mod m). Devido à transitividade: a + c = b + d (mod m). 

Essa propriedade pode ser estendida, por indução, para r congruências: se 
q, = b, (mod m), a, = b, (mod m), a, = b, (mod m), então: 

a, +a, + ..+a, =b + b, + ..+ b, (mod m) 

Em particular, se 4=43=..=4,=4 e b =b =.= b, =b: 

ra = rb (mod m) 

Ca) Se a = b (mod m), então ac = bc (mod m). 

Por hipótese, a — b = mg. Daí, multiplicando-se ambos os membros dessa igual- 
dade por c: ac — be = míac). De onde ac = bc (mod m). 

Cs) Se a = b (mod m) e c = d (mod m), então ac = bd (mod m). 

Como a = b (mod m), então, devido à propriedade anterior, ac = bc (mod m). 
Analogamente, de c = d (mod m) segue que bc = bd (mod m). Então, devido à 
transitividade, ac = bc (mod m). 

Essa propriedade pode ser generalizada, por indução, para r congruências: se 
9 = b, (mod m), a, = b, (mod m b, (mod m), então: 
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mca = by + ba + me b (mod m) 
Em particular, se a, = a, = ..=a,=a e b= b= ..= b, =b: 


r 


d = b' (mod m) 


Exemplo 15: Mostrar que 102º — 1 é divisível por 11. 

Como 10 = —1 (mod 11), então, devido à propriedade anterior, 102º = (—1)200 
(mod 11). Ou seja, 102º = 1 (mod 11). Daí, pela definição de congruência, 107º —1 
é divisível por 11. 


Exemplo 16: Mostrar que, qualquer que seja o inteiro impar a, o resto da divisão 
de a? por8é 1. 
Os restos possíveis da divisão de a por 8 são 1, 3, 5 ou 7. (Se, por exemplo, o resto 
fosse 2, então a = 8q + 2 = 2(4q+1) seria par, o que não é possível.) 
Portanto: 
a = 1,3,5 ou 7 (mod 8) 
Então: 
a? = 1,9, 25 ou 49 (mod 8) 
Mas 9 = 1 (mod 8), 25 = 1 (mod 8) e 49 = 1 (mod 8). Daí: 
a? = 1,1,1,0u 1 (mod 8) 
Ou seja, a? = 1 (mod 8) qualquer que seja o inteiro ímpar a e, portanto, devido 
à propriedade C4, o resto da divisão de a? por 8 é 1. 


Cio) Se ca = cb (mod m) e mde(c, m) = d > 0, então a = b (mod m/d). 

Por hipótese, ca — cb = mq, ou cía — b) = mq, para algum inteiro q. Daí, divi- 
dindo-se os dois membros dessa igualdade por d, o que é possível em Z, pois d é 
divisor de c e m, 

(cida — b) = (m/d)g 
o que mostra que m/d é divisor de (c/dl(a — b). Mas, por propriedade já vista, c/d 
e m/d são primos entre si. Logo, m/d divide a — b. Isso significa que 
a = b (mod m/d) 
como queríamos provar. 

Por exemplo, como 14 = 2 (mod 4) e mdc(2, 4) = 2, pode-se cancelar o 2 em 
cada um dos números que figuram na congruéncia, daí resultando que 7=1 
(mod 2). Convém observar, porém, que o cancelamento puro e simples do primei- 
ro e do segundo membros náo vale de um modo geral, pois, voltando-se ao exem- 
plo considerado, 14/2 = 7 não é cóngruo a 2/2 = 1 módulo 4.Mas há uma importan- 
te situação particular, expressa no corolário a seguir, em que vale. 

Corolário: Se ca = cb (mod m) e mdc(c, m) = 1, então a = b (mod m). 
A demonstração é imediata. 
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7.2 Critérios de divisibilidade 

Entre outras coisas, pode-se utilizar à congruência de inteiros para estabelecer 
critérios de divisibilidade. Para isso é preciso usar o fato (ver 3. 3, deste capítulo) de que 
todo número N pode ser representado de uma única maneira como um polinômio 

N=a ta 10+0:102+..+ a, 10" (5) 
em que os coeficientes das potências de 10 estão sujeitos à seguinte limitação: 
0 = dy Aj, Aa, E 9 

Isso dá origem à seguinte notação sequencial para indicar o número: a, - 1-020109. 
A idéia, quando se quer estabelecer um critério de divisibilidade para o número m, 
é "reduzir a expressão (5) módulo m" Isto é, descobrir uma expressão mais simples, 
em termos dos dígitos ay, A... Ap, à qual o polinômio de (5) é côngruo, módulo m, 
e depois usar à propriedade Cs. Vejamos alguns casos, 

(i) Critério de divisibilidade por 2 

Como 10! = 0 (mod 2), para todo t = 1, então N = a (mod 2). Logo, N e ag 
têm o mesmo resto na divisão por 2 e, em consegiiência, N é divisível por 2 se, e so- 
mente se, ay é divisivel por 2. Ou seja, se ay é par. 

(ii) Critério de divisibilidade por 3 

Como 10 = 1 (mod 3), então 10? = 1 (mod 3), 10º = 1 (mod 3), ..., 10 = 1 
(mod 3). Então, a, - 10 = a, (mod 3), a, - 10? = a, (mod 3), a;- 10° = a; (mod 3), 
w A, +10" = a, (mod 3). 

Logo, devido às propriedades €, e Cy: 

N= ay + a,-10+a,:10 +... + a, 10 = ay + a, +a, +.. + a, (mod 3) 

Portanto, Ne ay + a, + a, + ... + a, têm o mesmo resto na divisão por 3. De 
onde N é divisível por 3 se, e somente se, ag + q, + q, + «+ a, é divisível por 3. 

Por exemplo, o resto da divisáo de 34567 por 3 é o mesmo da divisáo de 
3+4+5+6+7=25 por 3, ou seja é 1. E 34566 é divisível por 3, uma vez 
que3+4+5+6+6=240 é. 

(iii) Critério de divisibilidade por 4 

Para esse caso cumpre observar que 10? = O (mod 4), 10º = 0 (mod 4), „„ 10'= 0 
(mod 4). Portanto, a,10? = O (mod 4), as + 10° = 0 (mod 4),....a,-10' = 0 (mod 4). De 
onde: 

N = a, + 10a, (mod 4) 


Mas ay + 10a, = 0,9, é o número formado pelos dois últimos algarismos de N. 
Então, N e aa, têm o mesmo resto na divisão por 4 e, em particular, N é divisível 
Por 4 se, e somente se, ajay O é. 


Por exemplo, o número 15424 é divisível por 4 porque 24 é divisível por 4. 
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liv) Critério de divisibilidade por 5 

Um número é divisível por 5 se, e somente se, seu algarismo das unidades é 
0 ou 5, 

A justificação fica como exercício. 

(v) Critério de divisibilidade por 6 

Um número é divisível por 6 se, e somente se, é divisível por 2 e 3. Se é divisível 
por 6 obviamente é divisível por 2 e por 3. Quanto à recíproca, é só levar em conta a 
proposição 4, uma vez que 2 e 3 são primos entre si. 

Exemplo 17: Provar que h(n) = nin + 1Xn + 2) é divisível por 6, qualquer que 
seja o inteiro n. 

Provaremos que é divisível por 2 e por 3,0 que é suficiente. Como n ou n + 1 
é par, então um desses números é divisível por 2 e, portanto, h(n) é divisível por 2. 

Por outro lado, há três possibilidades com relação ao 3: 

n = 0 (mod 3),n = 1 (mod 3) ou n = 2 (mod 3) 

No primeiro caso, n é divisível por 3 e, portanto, h(n) também o é; no segundo ca- 
so, somando-se 2 a ambos os membros da congruência, obtém-se n + 2 = 3 = 0 
(mod 3), o que mostra que n + 2 é divisível por 3 e, portanto, que h(n) também é 
divisível por 3;e, no último caso, somando-se 1 a ambos os membros da congruén- 
cia, obtém-se n + 1 = 3 = 0 (mod 3), o que mostra que n + 1 é divisível por 3 e, 
portanto, o mesmo se pode dizer de h(n). Em resumo, qualquer que seja n, um dos 
fatores de h(n) é divisível por 3 e, por consequência, h(n) também é divisível por 3. 


8. PROBLEMA CHINÊS DO RESTO 


Nosso objetivo aqui é mostrar que um sistema de congruências simultâneas 


do tipo 
Xx 


x 


a, (mod my) 
a, (mod m,) 


Ml 


x = a, (mod m,) 


em que mde(m;, m) = 1, sempre que ¡ + j, é possível (tem soluções) e determinar sua 
solução geral. Obviamente uma solução do sistema é um número inteiro que é so- 
lução de cada uma das congruéncias que o formam. 

Os sistemas de congruéncia tineares foram introduzidos na China, em épocas re- 
motas — talvez já fossem utilizados no século |, em questões ligadas ao calendário. 
Mas eles aparecem também em obras matemáticas chinesas, em versdes mais sim- 
ples,a mais antiga das quais é o Manual de matemática de Sun Tsu, escrita provavelmen- 
te do final do século III, e cujo conteúdo veio a se tomar parte do curso exigido para 
os servidores públicos civis. Embora consistindo basicamente em métodos para 
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operações aritméticas, a obra inclui o seguinte problema, talvez o espécime mais 
antigo do que modernamente se chama problema chinês do resto: 

“Temos uma certa quantidade de coisas cujo número desconhecemos. Esse nú- 
mero, quando dividido por 3, dá resto 2; quando dividido por 5, dá resto 3; e, quan- 
do dividido por 7, dá resto 2. Qual o número de coisas?” 

Segue uma solução “por substituição” do probiema. Se N indica o número de 
coisas, então 


N=3x+2 
N=5y +3 
N=77+2 


em que x, y, z são números inteiros. A primeira dessas equações é equivalente à equa- 
ção diofantina linear N — 3x = 2, cuja solução geral é 
N=8- 3tx=2-t(te 2) 
Substituindo-se N por 8 — 3t na segunda equação do sistema, obtém-se 
Sy+3t=5 
A solução geral desta última equação diofantina é 
y=-5 + 3s,t = 10 — 5s (s E€ Z) 
Portanto: 
N=8-3t=8-3(10 — 5s) = —22 +15s 
Substituindo-se N por —22 + 15s na terceira equação do sistema, obtém-se 
7z — 15s = —24 
cuja solução geral é 
2=48- 15r, s =24 — 7r (r E€ Z) 
De onde, 
N = —22 + 155 = —22 + 15(24 — 7r) = 338 — 105r (r € Z) 
que é a solução geral do problema. 

Sun Tsu, que provavelmente desconhecia um método geral para resolver esse 
problema e, portanto, devia ignorar que ele tem uma infinidade de soluções, só en- 
controu a solução 23, número correspondente a r = 3 na solução geral. 

Proposição 8 (teorema chinês do resto): Sejam my, Mp, .., M, números inteiros 
maiores que 1 e tais que mdc(m,, m) = 1, sempre que ¡ + j. Assim sendo, se Ay, 0y, u Ap, 
São números inteiros arbitrários, então o sistema de congruéncias 

x = a, (mod m;) 
x = q, (mod m,) 


a, (mod m,) 


€ possível. Ademais, duas soluções quaisquer do sistema são cóngruas módulo m,M..M,- 
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Demonstração: As características do sistema sugerem que um número que pos- 


sa ser escrito como 
Y101 + yada + + ya, 


em que y, = 1 (mod m), y, = 0 (mod mai +1); y, = 1 (mod m), y, = 0 (mod mili +2), 
e assim por diante, é uma solução do sistema. Mostremos, por exemplo, 
que ele é solução da segunda congruência. Como yy, Y3 ee Y, = 0 (mod mo), 
então yja, + y3a; + ... + y,a, = 0 (mod m). Como y, = 1 (mod m,), então 
y,4, = a, (mod m)). Portanto, yja, + ya; + ... + ya, = a, (mod m). 


Para encontrar um sistema de números que cumpra o papel dos y, (f = 1, 2, ~ £) 
façamos m,m,..m, = m. Então mac(m,, m/my) = 1, pois um divisor primo de m e m/m, 
teria também de ser divisor de algum my, com j £ 1,0 que é impossível, pela hipótese, 

Portanto, a congruência linear 

(mmy 
tem solução, Se b, é uma de suas soluções, então: 
(m/mjb, = 1 (mod my) 

Mas, COMO My My, nu M, são divisores de m/m,, então m/m, = 0 (mod mi 
m/m, = 0 (mod my), .., m/m, = 0 (mod m, e, portanto, (m/m:)b, = 0 (mod m); 
(m/myb, = 0 (mod my), ... (m/m,)b, = 0 (mod mp. Analogamente, se b, é solução de 
(m/m )y = 1 (mod m), então (m/m,)b, = 1 (mod m,) e (m/m,Jb, = 0 (mod my), 
(m/mJb, = 0 (mod ma), ..., (m/mb, = 0 (mod mp). E assim por diante. Portanto 
(m/mJb,, (m/maJb,, u (m/m)b, cumprem o papel exigido para os números yy, Ya, 
.. Y, Conforme colocação inicial, e 

b = (m/m,Jb,a, + (m/m,Jb,a, + ... + (m/mjba, i 
é uma solução do sistema. 

Se c é uma outra solução, então c = b (mod my (i = 1, 2, .. 1). Portanto My, 
Mo, « M, são divisores de c — b. Mas, como My, Mz M, são primos entre si, dois a 
dois, então m,m,..m, também é um divisor de c — b. De onde c = b (mod m;m,..m,) 
Portanto, a solução geral do sistema é 


1 (mod my) 


x=b(modmmm) * | 
Exemplo 18: O teorema anterior é construtivo, como se nota pela demonstração 
Vejamos como utilizá-la na resolução do sistema 


x = 1 (mod 2) E 
x = 2 (mod 3) 
x = 3 (mod 5) 


Nesse caso, m = 30 e as congruências lineares a resolver são 15y = 1 (mod 2) 
10y = 1 (mod 3) e 6y = 1 (mod 5). Como o número 1 é solução particular de cade 
uma delas, então uma solução do sistema é 15+1-1 + 10-1:2 + 6-1-3 = 53, Logo 
a solução geral do sistema é dada por 

x = 53 = 23 (mod 30) 
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38. Ache os restos das seguintes divisões: 


a) 2% por 7 031.425 + 6% por 5 
b) 111% por 100 d) 5?- 4841 + 285 por 3 
€) Como 3 = —2 (mod 5), então 3? = 4 (mod 5), 3? = —8 = 2 (mod 5), 31= 16 = 1 


(mod 5); daí para a frente os resultados se repetem ciclicamente de quatro em quatro. 
Como 10 = 2 (mod 4), então 3!º = 4 (mod 5). Por outro lado, como 42 = 2 (mod 5), 
então 42? = 4 = — 1 (mod 5), 427 = —2 (mod 5), 42* = (—1} = 1 (mod 5), e daí pa- 
ra a frente os resultados se repetem também de quatro em quatro. Observando-se 
que 5 = 1 (mod 4), deduz-se 42º = 2 (mod 5). Por último, como 6 = 1 (mod 5), 
então 6º = 1 (mod 5). Juntando as conclusões parciais: 
30.425 -68=4:2+1=4 (mod 5) 
Portanto, o resto é 4. a 


39. Mostre que o número 2% — 1 é divisível por 41. 


40. Qual é o resto da divisão euclidiana de 1º + 25 + 3º +... + 99º + 100º por 42 
Justifique. 
Sugestão: Dividir a soma dada em 25 grupos de 4 parcelas. 


41. a) Mostre que o resto da divisão de um número por 10 é seu algarismo das uni- 
dades e que o resto da divisão por 100 é o número formado pelo dois úl- 
timos algarismos do número dado. 

b) Ache o algarismo das unidades de Ja, 
c) Ache os dois últimos algarismos de ye, 
 Rosobetáo À 
a) Seja N um inteiro positivo. Como já vimos, pode-se representar N pela expressão 


N= a, + 0-10 +a,-107 +... + 0,100 = ay ay ma, E 9) 


Daí seguem duas possibilidades de escrever o número N: N = ay + 10: q (quando se põe 
10 em evidência nas r últimas parcelas do segundo membro) e N = a + a+ 10 + 100-q' 
(quando se põe 100 em evidência nas r — 1 últimas parcelas do segundo membro). 
A primeira igualdade mostra que o resto da divisão de N por 10 é a, — algarismo 
das unidades de N. E a segunda que o resto da divisão de N por 100 é ay + ay:10, nú- 
mero formado pelos dois últimos algarismos de N (por quê?). 


As partes b) e c) ficam apenas propostas. hd 
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42. Se p e p + 2 são números primos, então eles se denominam primos gêmeos. É 
o caso, por exemplo, de 3 e 5. 
Se p> 3 e osnúmeros p e p+2 são primos gêmeos, prove que a soma p + (p +2) = 
= 2p +2 é múltiplo de 12. 
Sugestáo: Sendo a soma um número par, entáo a principio essa soma poderia 
ser cóngrua a 0, 2, 4,6 , 8, 10 módulo 12. Mostrar que todas essas possibilidades, 
exceto a primeira, levam a uma contradição. 


43. Prove que se a = b (mod m) e n é um divisor de m, maior que 1, então a = b 
(mod n). 


44, Demonstre: 
a) a =a (mod 6) 
b} a? =0,10u8 (mod 9) 
c) Se a é um inteiro que não é divisível por 2 nem por 3, então a? = 1 (mod 24). 
d) Se a é um cubo perfeito, então a = 0,1 ou —1 (mod 9). 
d} Por hipótese, a = b? para algum inteiro b. Mas b = 0, +1, +2, +3, 14 (mod 9). Por- 
tanto b? = 0, +1, +8, +27, +64 (mod 9), Como 8 = —1 (mod 9), -8 = 1 (mod 9), 


27 (mod 9), —27 = 0 (mod 9), 64 = 1 (mod 9) e -64 = —1 (mod 9), então 
a=b*=0,10u 1 (mod 9). Isso significa que o resto da divisão de um cubo perfei- 
to por 9 é 0,1 ou 8 (que corresponde a —1). L] 


45. a) Encontre um inteiro x tal que x = 3 (mod 10), x = 11 (mod 13) e x = 15 
(mod 17) (Regiomantanus, século XVI). 
b) Encontre um inteiro x tal que x = 3 (mod 11), x = 5 (mod 19) e x = 10 
(mod 29) (Euler, século XVIII). 


46. Resolva, mediante o teorema chinês do resto, os seguintes sistemas: 
a) x= 1 (mod 10), x = 4 (mod 11), x = 6 (mod 13) 
b) x= 5 (mod 7), x = —1 (mod 9), x = 6 (mod 10) 


47. Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir igualmente entre si as moedas de uma 
arca, verificou que haveria uma sobra de 3 moedas. Seguiu-se uma discussão, 
na qual um pirata foi morto. Na nova tentativa de divisão, já com um pirata a 
menos, verificou-se que haveria uma sobra de 10 moedas. Nova confusão, e mais 
um pirata foi morto. Então, por fim, eles conseguiram dividir igualmente as moe- 
das entre si. Qual o menor número de moedas que a arca poderia conter? 
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CAPÍTULO ut E . 
RELAÇÕES, APLICAÇÕES, OPERAÇÕES 
Ili-1 RELAÇÕES BINÁRIAS 


1. CONCEITOS BÁSICOS 


1.1 Produto cartesiano 


Definição 1: Dados dois conjuntos, E e F, não vazios, chama-se produto cartesia- 
no de E por F o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y), com x em E 
eyem F. 

O conceito de par ordenado é tomado aqui como primitivo, postulando-se que 
(x,y) = (u, v) se, e somente se, x = u e y = v. 

Costuma-se indicar o produto cartesiano de E por F com a notação E x F (lê-se 
“E cartesiano F”), Assim, temos: 


ExF=(xy|xeceyer) 


1.2 Relação binária 


Na Matemática, e até no dia-a-dia, temos de lidar frequentemente com relações” 


entre elementos de um conjunto E ou entre elementos de dois conjuntos distintos, 
Fer, 
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Por exemplo, se E indica os membros de uma familia (pais e filhos, apenas), 
são relações entre elementos de E: 

«“x é irmão de y”; 

*"x é pai de y”. 

No terreno da matemática, se E = F = R (conjunto dos números reais), são “rela 
ções” entre elementos de R: 


l 
* a igualdade (x = y); 
« a desigualdade (x + y); | 
*“x é menor que y” (x < y); ] 
ex +y= 10, 


Para outro exemplo, consideremos E = (0, 1,2,3,..)e F=1.., 2, —1).Entáo, 
é uma relação entre elementos de E e F: 
*x + y = 0, em que x representa um elemento de £ e y um elemento de F. 


De situações como essa, decorre naturalmente uma idéia informal de “relação” 


é um sistema R constituído de: 
1) um conjunto E (chamado conjunto de partida); 
2) um conjunto F (chamado conjunto de chegada); 
3) uma sentença aberta p(x, y), em que x é uma variável em E e y uma variar 
vel em F, sentença essa tal que, para todo par ordenado (a, b) E E x F, a proposição 
pía, b) é verdadeira ou falsa, 
Quando p(a, b) é verdadeira, diz-se que “a está relacionado com b mediante (ou 


através de) R” e escreve-se 
aRb 
Se pla, b) é falsa, diz-se que “a não está relacionado com b mediante (ou através 
de) R" e escreve-se 
ab 
Por exemplo, se R indica a relação em que o conjunto de partida e o conjunto 
de chegada são iguais a R e a função proposicional é x? + y = 0, então 
1R(—1), (-3)R(-9) e ORO 
ao passo que 
ORI, (1R (4) e 3R6 
O conjunto dos elementos a E E tais que aR b, para pelo menos um elemento 
b E F, é chamado domínio da relação e é denotado por D(R), E o conjunto dos ele- 
mentos b & F tais que, para pelo menos um elemento a € E, verifica-se aR b, é cha- 
mado conjunto imagem da relação e é denotado por Im (R). 
Por exemplo, considere a relação "ser pai de” numa família constituída de 5 mem- 
bros: o pai é a, a mãe é b, e os filhos m, n e r. Nesse caso, podemos considerar o 
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conjunto de partida e o conjunto de chegada iguais a la, b, m, n, r}. Obviamente o 
dominio da relação considerada é {a} e o conjunto imagem é {m, n, r}. 

Outro exemplo: se indicarmos por R a relação que tem como conjunto de par- 
tida {0, 1, 2, 3, ..), conjunto de chegada (.... —3, —2, 1) e função proposicional 
dada por y = —2x, então DIR) = (1,2, 3, ..), ao passo que Im(R) = (—2, —4, —6,..). 

Segue uma definição mais precisa da relação, usando-se apenas a linguagem 
de conjuntos. 
ição 2: Chama-se relação binária de E em F todo subconjunto R de E x F, 


(R é relação de E em F) se, e somente se, R C £ x F 

Conforme essa definição, R é um conjunto de pares ordenados (a, b) pertencentes 
a ExF. 

Para indicar que (a, b) € R, usaremos algumas vezes a notação 

aRb 
(lê-se “a erre b" ou “a relaciona-se com b segundo R”). 

Se (a, b) É R, escreveremos af b. 

Os conjuntos E e F são denominados, respectivamente, conjunto de partida e 
conjunto de chegada da relação R. 

Vale notar que essa definição pode ser considerada equivalente à idéia de rela- 
ção dada no início, desde que admitamos a existência, para cada parte R de E x F, 
de uma função proposicional p(x, y), com x é variável em £ e y é variável em F, função 
essa que tem como conjunto verdade R. 

No que segue, até por simplicidade, ao considerar ou ao nos referirmos a uma 
relação R, estaremos pressupondo a definição 2. 

Exemplos 1: 

1°) Se E = {0, 1, 2, 3} e F = {4, 5, 6}, então: 

Ex F =((0, 4), (0, 5), (0, 6), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (3, 6)) 

Qualquer subconjunto de E x F é uma relação de E em F. São exemplos de 
relações; 

Ø 

R, = ((0, 4), (0, 5), (0, 6)} 

R, = {(0, 4), (1, 4), (1, 5), (2, ©} 
R = {(2, 5), (3, 6)) 

2?) Se E = F = Z, então E x F é o conjunto formado por todos os pares ordena- 
dos de números inteiros. Um exemplo de relação de Z em Z é: 

R=[kpezxZix=-y= 
= Les (2), os (2, 2), (21, 1), (0, 0), (1, 1, (0, —n), a) 
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3°) Se E = F = R, então £ x F é o conjunto formado por todos os pares orde- 
nados de números reais. Um exemplo de relação de R em R é: 


R=((x y ERXR|x=>0e y => 0) 


1.3 Domínio e imagem 
Seja R uma relação de E em F. 


Definição 3: Chama-se domínio de R o subconjunto de E constituído pelos ele- 
mentos x para cada um dos quais existe algum y em F tal que x R y. | 


DR) ={xEE|3yEF:xRy} f 


Definição 4: Chama-se imagem de R o subconjunto de F constituido pelos ele-| 
mentos y para cada um dos quais existe algum x em £ tal que x R y. 


IMA) = (y E F|3 xE E:xRy) l 


Em outros termos, D(R) é o conjunto formado pelos primeiros termos dos pares or- 
denados que constituem R e Im(R) é formado pelos segundos termos dos pares de R. 
Assim, voltando aos exemplos anteriores, temos: 


1%) D(R,) = {0} e Im(A)=(4,5,6) 


| 


DIR») = {0,1,2} e Im(R,) = (4, 5, 6) | 


D(Ry) = (2,3) e Im(R) = (5,6) 
2)D(R)=Z e Im(R)=Z 
3) D(R)=R, e Im(R)=R, 


1,4 Representacóes 


a) Gráfico cartesiano 

Grande parte das relações estudadas em matemática são relações em que 
E (conjunto de partida) e F (conjunto de chegada) são subconjuntos de R. Nesses 
casos, o gráfico cartesiano da relação é o conjunto dos pontos de um plano 
dotado de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujas abscissas 
são os primeiros termos e as ordenadas os segundos termos dos pares que cons- 
tituem a relação. 


C> 66 E) 


Exemplos 2: 
12) R, = (0, 4), (0, 5), (0, 
1 ). (0, 6) R, = 10,4), (1, 4), (1, 5), (2, 6)) 


CAES) 


3)E=R,F=ReR=(xy)ERxXR|x>0ey>0) 


b) Esquema de flechas 

Quando E e F são conjuntos finitos com “poucos” elementos, podemos indicar 
uma relação de E em F da seguinte forma: representamos E e F por meio de diagra- 
mas de Venn e indicamos cada (x,y) € R por uma flecha com “origem” x e “extremi- 
dade" y. 

Exemplo 3: 

E=(0,1,2,3) 

F=14,5, 6) 

R=((0, 4), (1, 4), (1, 5), (2, 6)) 


E F 


1.5 Inversa de uma relação 
Definição 5: Seja R uma relação de £ em F. Chama-se relação inversa de R, e 
indica-se por RT, a seguinte relação de F em E: 
R |= (Y, EFx E] (x.y) ER) 
Exemplos 4: 
12) E = (0, 1, 2, 3}, F = {4, 5, 6) e R = (0, 4), (0, 5), (0, ©}, então: 
R ' = (14,0), (5, 0), (6, 0)) 
22) E =R, F =R eR = {ix, y) € R? | y = 2x}, então: 
RU = (Y) E€ R? | y = 2} = ((x, y) E R? | x = 2y} 
3?) E =R, F= R e R = {(x, y) € R? | y = x?), então: 
RI = (Y E R? |y =x} = (( y) E R? |x =y} 


Representação de R`’ 

a) Se a relação R admite um gráfico cartesiano, então o mesmo ocorre com Rº!, 
Notando-se que (x,y) E R se, e somente se, (y, x) € R”!, então o gráfico de R ! é 
simétrico do gráfico de R relativamente à reta de equação y = x. Exemplos: 


b) Dado o diagrama de Euler-Venn de uma relação R, obtemos o diagrama de 
Rº simplesmente invertendo o sentido das flechas. Por exemplo, se E = {0, 1, 2, 3}, 
F=14,5,6) e R = ((0, 4), (1, 4), (1, 5), (2, 6)), temos: 


| Ê 
Ito é, R=? = (ta, 0), (4, 1),(5, 1), (6,2) 
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Propriedades: Decorrem diretamente da definição de relação inversa as pro- 
priedades seguintes: 

a) D(R”?) = Im(R) 

b} Im(R *)= D(R) 

DRY =R 


1. Sejam E = (1,3, 5,7, 9) e F = {0, 2, 4, 6). 
a) Enumere os elementos das seguintes relações de E em F: 
R =i ]y=x- 1) 
Ra = ly |x < y} 
Ra = {y ly = 3} 
b) Estabeleça o domínio e a imagem de cada uma. 


2. Sabe-se que E é um conjunto com 5 elementos e R = {(a, b), (b,c), (c, d), (d, e) 
é uma relação sobre £. Pede-se obter: 
a) os elementos de E; 
b) domínio e imagem de R; 
c) os elementos, domínio e imagem de R y 
d) esquema de flechas de R. 


3. Sendo R = {{x, y) | 4x? + y? = 4} uma relação sobre R, pede-se: 
a) o gráfico cartesiano de R; 
b) o domínio de R; 
c) a imagem de A; 
d) descrever R7!. 


4. Seja R a relação sobre o conjunto N* definida pela sentença x + 3y = 10. Pede- 
se determinar; 
a) os elementos de A; 
b) o domínio de R; 
c) a imagem de R; 
d) os elementos de R7!. 


5. Sejam E e F dois conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente. 


a) Qual é o número de elementos de £ x F? 
b} Qual é o número de relações de £ em F? 
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6. Seja R uma relação binária sobre o conjunto E e R’ a negação de R, isto é, 
R' = (tx, y) | xR y). O que se pode conciuir sobre R N R'e RU R? 


7. Sejam R; e R, duas relações binárias em E. Que significado têm RjU R, € RıN R3? 
O que significa a inclusão R, C R3? 


1.6 Relação sobre um conjunto 


Definição 6: Quando E = F e R é uma relação de E em F, diz-se que R é uma 
relação sobre E ou, ainda, R é uma relação em E. 

As relações sobre E vão merecer um destaque especial neste livro. Veremos 
algumas propriedades que as relações sobre E podem apresentar e, em seguida, 
estudaremos dois tipos de relações sobre E extremamente importantes: as relações 
de equivalência e as relações de ordem. 

No estudo das relações sobre E, em que E é conjunto finito com “poucos” ele- 
mentos, é muito útil a representação através do esquema de flechas, que pode 
ser assim simplificado: representamos os elementos de £ por pontos de um retán- 
gulo e indicamos cada par (a, b) da relação através de uma flecha com “origem” 
a e “extremidade” b. No caso de (a, a) estar na relação, usa-se um “lago” envolven- 
do a, conforme mostra o exemplo a seguir. 


Exemplo 5:0 esquema ao lado repre- E 
senta a relação R = ((a, a), (a, b), (b,c), 
(c, a)) sobre E = (a, b, c}. 


1.7 Propriedades 


Daremos a seguir as principais propriedades que uma relação R sobre E pode 
verificar, 
a) Reflexiva 


Definicáo 7: Dizemos que R é reflexiva quando todo elemento de E se relacio- 
na consigo mesmo. Ou seja, quando, para todo x E E, vale xR x. 

Se designarmos por Aç o conjunto de todos os pares (x, x), com x E E, então 
R é reflexiva quando A¿C R. 
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Exemplos 6: 

13) A relação R = {(a, a), (b, b), (c, c), ta, b), (b, c)) sobre E = fa, b, c} é reflexiva, 
pois aRa,bRbecRc. 

2º) A relacáo R de igualdade sobre o conjunto Z dos números inteiros xRy 
se, e somente se, x = y é reflexiva pois x = x, para todo x E Z. 

3º) A relação R de paralelismo definida sobre o conjunto E das retas do espaço 
euclidiano xR y se, e somente se, x // y é reflexiva, pois x // x, para toda reta x. 

Contra-exemplo 1: 

Notemos que uma relação R sobre E não é reflexiva quando existe um elemen- 
to x em E tal que xAx. 

Assim, por exemplo, a relação 

R= (ta, a), (a, b), (b, a), (b, b), (b, c} sobre E = fa, b, c} não é reflexiva, pois c Rc. 

b) Simétrica 

Definição 8: Dizemos que R é simétrica se vale yRx sempre que vale xRy. Ou 
seja, se xR y, então yRx. 

Exemplos 7: 

12) A relação R = lía, a), (a, b), (b, a), (c, c)) é uma relação simétrica sobre 
E=1a, b, ch. 

2º) A relação R de perpendicularismo definida sobre o conjunto E das retas do 
espaço 

xRy se, e somente se, x L y 

é simétrica, pois, para duas retas xe y quaisquer x L y = y L x. 

3º) A relação R sobre o conjunto Q dos números racionais, definida por 


xRy se, e somente se, xX? = y? 


é simétrica, pois, para dois racionais x e y quaisquer, x? = y? = y? 

Contra-exemplo 2: 

Notemos que uma relação R sobre É não é simétrica se existirem x e y em E 
tais que xRy e yR x. 

Assim, por exemplo, a relação 
R = {{a, a), (a, b), (b, b), (c, c) sobre E = la, b, c} não é simétrica, pois aRb e bR'a, 
c) Transitiva 

Definição 9: Dizemos que R é transitiva se vale xRz sempre que vale xRy e 
xRz. Ou seja, se xRy e xRz, então xRz. 


Exemplos 8: 
12) A relação R = (fa, b), (b, b), (b, c), (a, €}, (e, c)} sobre E = (a, b, c} é transitiva. 


O n 


2º) A relação R de semelhança (~) definida sobre o conjunto E dos triângulos 


do espaço 
xRy se, e somente se, x ~ y 


é transitiva, pois, sendo x, y e z triângulos quaisquer, tem-se: 
xmyeyrz=x2 
3º) A relação R sobre o conjunto N dos números naturais definida por 
xRy se, e somente se, x = y 
é transitiva, pois, dados três naturais x, y e z, tem-se; 
XSYyeysz>x<7 
Contra-exemplo 3: 
Notemos que uma relação R sobre E não é transitiva se existirem x, y e z em E 
tais que xRy, yRz e xBz. 
Assim, por exemplo, a relação 
R = lía, a), (a, b), (b, c), (c, c)) sobre E = la, b, c} 
não é transitiva, pois aR b, bRc e akc. 
Da mesma forma, a relação 
$ = (a, b), (b, a) sobre E = (a, b, c} não é transitiva, pois aSb, bSa e aga. 
d) Anti-simétrica 
Definição 10: Dizemos que R é anti-simétrica se x = y, sempre que x R y e y Rx 
Ou seja, se xRy e yRx, então x = y. 
É importante destacar a contrapositiva da definigáo10: se x + y, então xRyouykx. 
Exemplos 9: 
1%) A relação A = fla, a), (a, b), (b, c), (c, a)) sobre E = la, b, c} é anti-simétrica. 
22) A relação R de divisibilidade sobre o conjunto N dos números naturais 
xRy se, e somente se, x | y (lê-se “x é divisor de y”) 
é anti-simétrica, pois, dados dois números naturais, xe y sex | y e y | x 
então x = y. 
3º) A relação R sobre o conjunto R dos números reais dada por 
xRy se, e somente se, x = y 
é anti-simétrica, pois, sendo x e y números reais quaisquer, se x = y e y =x, 
então x = y. 
Contra-exemplos 4: 
Notemos que uma relação A sobre E não é anti-simétrica se existirem x e y em 
E tais que x + y e xRy e yRx. 
R = a, a), (b, b), (e, c), (b, c), (c, b)} sobre E = (a, b, c} 


não é anti-simétrica, pois b + c, bRc e cRb. 


= n +) 


Outro contra-exemplo: a relação R de divisibilidade sobre o conjunto Z dos 
números inteiros não é anti-simétrica, pois 2 + —2, 2 | —2 e —2 | 2. 
1.8 Diagrama de flechas e propriedades 


Quando E é finito e tem“poucos” elementos, é possível visualizar se uma relação 
R sobre E goza ou não das propriedades definidas no item anterior observando-se 
o diagrama de flechas de R. 


Reflexiva 


Em cada ponto do diagrama deve haver um laço. 
Exemplo: Contra-exemplo: 


Q Q 


IEN P 


© © E) é 


Simétrica 


Toda flecha tem duas “pontas”. 


Exemplo: Contra-exemplo: 
a 
Q 3 


Z SS 


Transitiva 


se, 


Para todo par de flechas consecutivas existe uma terceira flecha cuja origem é 
a origem da primeira e a extremidade, a da segunda. 


Exemplo: Contra-exemplo: 


O ii Y O 
PE EN 
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Anti-simétrica 
Náo há flechas de duas pontas. 
Exemplo: Contra-exemplo: 


a 
. 


EO 


8. Seja R a relação em E = {1, 2, 3, 4, 5) tal que xRy se, e somente se, x — y é 
múltiplo de 2. 
a) Quais são os elementos de R? 
b) Faça o diagrama de flechas para R. 
c) R é reflexiva? R é simétrica? A é transitiva? R é anti-simétrica? 


9. R é uma relação sobre £ = (a, b, c, d} dada pelo 
esquema de flechas ao lado. Que propriedades 


mma 


R apresenta? | 
© © 
E 
10. Que propriedades apresenta a relação S dada pelo 
propr s aprese relação p al a 
esquema ao lado? po 


c 


11. O conjunto E = (a, b, c, d, e) é formado pelos cinco filhos de um mesmo casa 
Seja R a relação sobre E assim definida: 
xRy se, e somente se, x é irmão de y 
Que propriedades A apresenta? 
Nota: x é irmão de y quando x + y e x e y têm os mesmos pais. 


12. Seja £ o conjunto das retas que contêm os lados de um hexágono regular abcde 


a) Quantos elementos tem o conjunto E? 


E”) 


b) Indique quais são os pares ordenados que constituem a relação Rem E assim 
definida: 
xRy <> x é paralela a y 
c} Quais são as propriedades que R apresenta? 
Nota: x é paralela a y quando x = y ou x N y = Ø, com x e y coplanares. 


13. Seja E = (1, 2, 3). Considerem-se as seguintes relações em E: 
R, = At, 1), 2,2) (3, 3} 
R3 = (01,1, (1,201, 3), (2, 2), (2, 3), 3, 3)) 
R; = {01, 2), (1,3), (2, 1), (2, 3), B, 1), (3, 2), (3, 3)) 
R4=ExE 
R=Ø 


Quais são reflexivas? E simétricas? E transitivas? E anti-simétricas? 


14. Construa sobre o conjunto E = (1, 2, 3, 4) quatro relações R,, Rz, Ry e R4 de 
modo que A; só tem a propriedade reflexiva, R, só a simétrica, R3 só a transi- 
tiva e R4 só a anti-simétrica. 

Sugestão: Faça os diagramas de flechas. 


15. Dé um exemplo de relação R sobre o conjunto E = (a, b, c) que tenha as pro- 
priedades simétrica e anti-simétrica. Dê um exemplo de relação $ sobre E que 
náo tenha as propriedades simétrica e anti-simétrica. 


16. Descreva uma a uma todas as relações binárias sobre o conjunto E = (a, b}. 
Em seguida, identifique quais são reflexivas, quais são simétricas, quais são tran- 
sitivas e quais são anti-simétricas. 


1.9 Gráfico cartesiano e propriedades 

Seja R uma relação sobre o conjunto R dos números reais e seja Gy seu gráfico 
cartesiano. 

Quando R é reflexiva, temos (x, x) E IR para todo x real, ou seja, a reta bissetriz do 
1º e 3º quadrantes do plano cartesiano é parte de Gp. E a recíproca também é válida. 


Exemplo 10: 

R= (xy) ER |y=x- 1] é reflexiva, 
pois x = x - 1, Vx, ou seja, todo par (x, x) está 
em R. A bissetriz está contida no gráfico de 
R, que é um semi-plano. 
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Quando R é simétrica, se (x, y) E R, então (y, x) E R, ou seja, Gg é simétrico re 
lativamente à bissetriz do 1º e 3º quadrantes do plano cartesiano. E a recíproc 
também é válida. 

Exemplo 11: 

R = ((x, y) E R? |x? + y? = 9) é simétrica, y 
pois para todos x e y reais: 


SS 


É 
So 
3% 
Ss 


A+y=9=y+x=<9 
Se o ponto (x, y) E R, seu simétrico relativa- 
mente à bissetriz (y, x) E R. 
Dispomos, entáo, de mais um recurso para 
verificar se R é reflexiva ou simétrica: observar seu gráfico cartesiano Gp. 


17. Esboce os gráficos cartesianos das seguintes relações sobre R: 
Ry = (las y) | x + y <= 2) Ra= dy) [DO +x =y? + y) 
R¿= [0% y) |? + y?=1) R; = [lx y) | x? + y? = 16) 
Rs = uy) [| +y? = 4) 


18. Das relações do exercício anterior, quais são reflexivas? Quais são simétricas 


19. Esboce os gráficos cartesianos das seguintes relações sobre R; 
Re = (06,9) ly =x} R =i y e= y? 
R = {(x, y) | xy = 12} Rio = (x,y) | y > x°} 
Ra = {(x, y) | x? + 4y? = 4} 


20. Das relações do exercício anterior, quais são reflexivas? Quais são simétricas 


Exárcícios complementares 


C1. Seja E um conjunto finito com n elementos, 
Quantas são as relações binárias sobre E? 
Quantas dessas relações são reflexivas? 
Sugestão: Use o fato de que uma relação R sobre E é reflexiva se, e somente si 
R= Ap UR', em que A, = {(x, x) | x € E} e R' é um subconjunto de Ex E — A 
Quantas dessas relações são simétricas? 


Sugestão: Use o fato de que uma relação A sobre E = {a}, az, 03: u Gy) É simétr 
ca se, e somente se,R=S US 1,em que S$ é um subconjunto de E x E constitu 
do por pares da forma (a,, a), com i = j. 
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C2. Prove que, se uma relação R é transitiva, então R`?’ também o é. 
Sugestão: Tome (x, y) e (y, z) em R`? e mostre que (x, z) está em R”?. 


€3. Sejam R e $ relações no mesmo conjunto E. Prove que: 
arins!=(ns! 
bRTUST=(RU SO 
c) Se R eS são transitivas, então A N S é transitiva. 
d) Se R e $ são simétricas, então RUS e R N são simétricas. 
e) RUR ? é simétrica, 


2. RELAÇÕES DE EQUIVALÊNCIA 


2.1 Relação de equivalência 
Definição 11: Uma relação A sobre um conjunto E não vazio é chamada relação ; 
dle equivalência sobre E se, e somente se, R é reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja, 
R deve cumprir, respectivamente, as seguintes propriedades: 
(i) sex E E então xRx; 
(ii) sex, y € Ee xRy então yRx; 
(ii) se x,y,z E E e xRy e yRz então xRz. 


Exemplo 12: 
12) A relação R = (a, a), (b, b), (c, ©), (a, b), (b, a)} Q 
sobre E = {a, b, c} é uma relação de equivalência. NS 
2º) A relação de igualdade sobre R é uma relação D 
de equivalência, pois: 


(vox ER=x=x) 

(Vx, y) x=y=y=x) 

(Vx, y, z (x=yey=z=>x=2) 

3%) A relação de congruéncia módulo m (em quem € Ze m > 1) sobre Z, 
definida no item 7 do capítulo 2, é uma relação de equivalência, pois: 

(Yx) (x E Z => x = x (mod m)) 

(Vx, y) (x = y (mod m) = y = x (mod m)) 

(Vx, y, 2) (x = y (mod m) e y = z (mod m} = x = z (mod m)) 


4º) A relação de paralelismo definida para as retas de um espaço E euclidiano 
{ver exercício 12 deste capítulo) é uma relação de equivalência, pois, sendo x, y e z 
retas de E, tem-se: 
i) (xx) 
ti) (x y =y H x) 
Gi) (x // y ey /z= xi z) 
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21. Quais das relações abaixo são relações de equivalência sobre E = {a, b, c}? 
R, = ta, a), (b, b), (c, O) 
R, = (la, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, ©}, (a, ©} 
Ry = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a) 
R¿= EXE 
A-a 


22. Quais das sentenças abertas abaixo definem uma relação de equivalência em Z? 


a) x = y (mod 3) 
bxly 
)xsy 

d} mdc(x, y) = 1 
e)x+y=7 


23. Seja E o conjunto dos triángulos do espaço geométrico euclidiano. Seja R a re- 
lação em E definida por: 
xRy se, e somente se, x é semelhante a y 
Prove que R é de equivalência. 


24. Seja E o conjunto das retas de um plano a. Quais das relações abaixo definidas 
são relações de equivalência em E? 


a) xRy se, e somente se, x // y 
b) xSy se, e somente se, x L y 


25. Considere a relação R sobre N x N definida por: 
(a, b)R(c, d) se, e somente se, a + b=c+d 
Prove que R é uma relação de equivalência. 


26. Pense na relação $ em Z x Z* definida por: 
(a, b)S(c, d) se, e somente se, ad = bc 
Prove que $ é uma relação de equivalência. 


2.2 Classe de equivalência 
Defi 


ção 12: Seja R uma relação de equivalência sobre £. Dado a, com a E E, 
Chama-se classe de equivalência determinada por a, módulo R, o subconjunto de a 
de E constituído pelos elementos x tais que xRa. Em símbolos: 

a =(xE E|xRa) 
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2.3 Conjunto-quociente 

Definição 13: O conjunto das classes de equivalência módulo R será indicado 
por E/R e chamado conjunto-quociente de E por R. 

Exemplos 13: 

1º) Na relação de equivalência R = ((a, a), (b, b), íc, c), (a, b), (b, a)) temos: 


a= {a,b} 

b= {a,b} 

c= {c} 

EIR = {{a, b}, {c} 


2?) A relação R de congruéncia módulo m (m € Z e m > 1) sobre 7 é uma 
relação de equivalência. Como é o conjunto-quociente Z /R? 
(i) Sendo a € Z, efetuemos a divisão euclidiana de a por m, obtendo o quo- 
ciente q e o resto r. Temos 
a=m+r e 0<r<m 
e daí vem: 
a-r=qm 
Portanto: 
a = r (mod m) 
a=r 
Concluímos que a é uma classe igual a 7, em que r é o resto da divisão de a 
por m. Como r € (0,1,2,...m — 1), vem: 
a € {0,1, 2, um- 1} 
(ii) Suponhamos que existam duas classes, 7 e 3, iguais em (0, 7,2, „m~ 1}, 
representadas por elementos r e s, digamos r < s. Então: 


r=se0=r<s<m 
Der = 5 segue que r = s (mod m) e, portanto, m | s - r; como 0 < s — r < m, 
isso é impossível. 
Concluímos que {0, 1,2 
distintos dois a dois, ou seja: 
Z/IR=(0,1,2,...m-1) 
Proposição 1: Seja R uma relação de equivalência sobre £ e sejam a E £ e b E E, 
As seguintes proposições são equivalentes: 
Darb (aeb b Ea (1W)a=b 


„m — 1) é constituído por exatamente m elementos 


Demonstração: Devemos provar que (1) = (II) = (IM) = (IV) = (1). 

(D = (II): É decorrência de definição de classe de equivalência. 

(II) = (III): Como a € 5, então aRb. Daí, pela simetria de R, bRa e, portanto, 
bEa. 
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qu = (IV): Por hipótese, b E à, ou seja, bR a. Logo, a R b. Temos de provar que 
acbebca. 

Para provar a primeira dessas inclusões, tomemos x E a. Então, x R a e, levando 
em conta que aRb, concluímos, pela transitividade de R, que xRb. Daí x E be, 
então, acb. aa 

Analogamente se prova que b C a. 

av) = (1): Como a € a e b E B, os conjuntos a e b não são vazios. Tomemos 
umx E a = b. Então xRae xRb. Daí, pela simetria de R, valem aRx e xR b. A transi- 
tividade de R garante, então, que aR b. 4 


27. Seja E = {x € Z | -5 = x = 5) e seja Ra relação sobre E definida por 
xRy se, e somente se, xX? + 2x = y? + 2y 
a) Mostre que R é uma relação de equivalência. 
b) Descreva as classes de equivalência 0,-2,e4. 


28. Sejam £ = {x € Z ] |x| = 3) e Ra relação sobre E definida por 
xRy se, e somente se, x + |x| = y + |y] 
a) Mostre que R é uma relação de equivalência, 
b) Descreva o conjunto-quociente E/R. 


29. Considere o conjunto E = {x E Z | 0 = x = 10) e sobre ele a retação R de con- 
gruéncia módulo 4, que é de equivalência, 


a) Descreva as classes de equivalência D e 1. 
b) Descreva o conjunto-quociente E/R. 


30. Seja R a relação sobre Q definida da seguinte forma: 
xRy se e somente se, x — y E Z 
a) Prove que R é uma relação de equivalência. 
b) Descreva a classe 100. 
€} Descreva a classe 0,5. 


31. Considere a relação $ sobre R definida da seguinte forma: 


xSy se, e somente se x — y E Q 
a) Prove que S é uma relação de equivalência. 


1 
b) Descreva a classe representada por y 


€) Descreva a classe à, quando a € Q. 


d} Descreva a classe y 2 . 
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32. Pense na relação T sobre C definida por 
{x + yi)Tíz + ti) se, e somente se, x? + y? =z? +8 
com x, y, Z e t reais. 


a) Prove que T é uma relação de equivalência. 
b) Descreva a classe 1 + i. 


33, Mostre que a relação R = lía + bi,c + di) | b = d} é uma relação de equivalên- 
cia sobre C e descreva o conjunto-quociente C/R. 


34. Mostre que a relação S sobre R? definida por 


(x1: 91) S(Xp Yo) se, e somente se, x,y; = X2Y2 


é uma relação de equivalência. A seguir descreva as classes (0, 0) e (?, 1). Final- 
mente descreva R?/5. 


35. Mostre que a relação T sobre R? definida por 
(ty Y1) T (Xz y2) se, e somente se, xy — Y =X — Ya 
é uma relação de equivalência. A seguir descreva 0,1), (1,3) e R? / T. 


2.4 Partição de um conjunto 


Definição 14: Seja E um conjunto não vazio. Diz-se que uma classe F de sub- 
conjuntos não vazios de E é uma partição de E se, e somente se: 


a) dois membros quaisquer de F ou são iguais ou são disjuntos; 
b) a união dos membros de ẸF é igual a E. 


Exemplos 14; 
12) F = (11), (2, 3), (4)) é uma partição do conjunto E = (1, 2, 3, 4). 


1 


2º) Sejam: 
P={x E Z |xé par) 
I= fx € Z | x é impar) 
então F = (P, i} é uma partição de Z. 


Z 


SS 2 


32) F = {]-%, 0L [0, 2], 12, + XL) é uma partição de R 


1-e, OL [0,2] (12, + 


R 


Provaremos que, através de uma relação de equivalência sobre o conjunto E, 
fica determinada uma partição de E (proposição 2). Em seguida, provaremos a re- 
ciproca, ou seja, que a cada partição de £ pode ser associada uma relação de equi- 
valência sobre E (proposição 3). 

Certos conceitos matemáticos, como os de número inteiro, número racional, 
número real, vetor, etc. são fixados no plano formal através de relações de equiva- 
lência e classes de equivalência cuja construção se baseia nos teoremas a seguir, 

Proposição 2: Se R é uma relação de equivalência sobre um conjunto E, então 
E/R é uma partição de E. 

Demonstração: 

a) Seja a E E/R. Como R é reflexiva, aRa e, portanto, a € a. Assim, a + Ø para 
todo a E E/R. 

b) Sejam a E E/R e b E E/R tais que a N b + Ø. Provaremos que a = b. 

De fato, seja y E a M b. Então, y € ae y E b e, portanto, yRa e yRb. Dai, aR y 
e yRb e, portanto, aRb. A proposição 1 garante, então, que a = b. 

c) Provemos que Ua =£. 

aEE 


(i) Para cada a E E, temos 5 C E; portanto, Va C E. 
GEE 


(ii) Sendo x um elemento qualquer de £, então xRx. Daí, x E X e, por conse- 


guinte, x E€ Ya. 
aE 


Assim, E C ya. # 


0EE 


Proposição 3: Se F é uma partição do conjunto E, então existe uma relação R 
de equivalência sobre E tal que E/R = F. 

Demonstração: Seja R a relação sobre E assim definida: xR y se, e somente se, 
JA E # tal quex € Ae y € A, ou seja, x está relacionado com y quando existe 


Um conjunto A da particáo % ao qual pertencem x e y. Provaremos que R é relacáo 
de £quivaléncia, 
Temos: 


(i) Para todo x em E existe um subconjunto A C E tal que AE F e x € A; por- 
tanto, xRy, 


E (ii) Se x e y são elementos quaisquer de £ tais que xRy, então x,y E A, para 
algum A E %. Obviamente, então, y x E A. Logo yRx. £ 
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(ii) Sejam x, y e z elementos quaisquer de E tais que xR y e yRz. Isso significa 
que x,y E Ae y, z E B, para convenientes 4,8 E F. Logo, y E A e y € B. Como 
dois conjuntos quaisquer de F que não são disjuntos são necessariamente iguais, 
então A = B. Desse fato decorre que x e z pertencem ao mesmo conjunto da clas- 
se F. De onde, x R z. 


Exemplo 15: Dada a partição F = (fa, b, c}, (del) de E = (a, b, c, d, e}, a ela 
podemos associar a relação de equivalência R = {{a, a), (a, b), (b, a), tb, b), (b, O, (c, b), 
(c, ©), ta, c), (c, a), (d, d), (d, e), (e, d), (e, ed). 

Observar que E/R = ((a, b, c}, {d, e}} = F. 


36. Qual é a relação de equivalência associada a cada uma das seguintes partições? 
a) F, = {{a, b}, (c, d)) 
b) F, = (fa), {b} {c d)) 
c) F, = {{0, 12, +4, ...}, {Ł1, +3, +5, ...}} 


37. Quais são as relações de equivalência sobre E = (a, b}? 
38. Descreva uma a uma todas as relações de equivalência sobre E = (a, b, c}. 


39. Quantas são as relações de equivalência que podem ser estabelecidas sobre um 
conjunto de 4 elementos? 


E) Exercícios complementares 


C4. Seja E o conjunto das retas de um plano a e seja P um ponto fixado de a. Con- 
sidere a relação R em E assim definida: 


xRy se e somente se, PEx N y 


R é uma relação de equivalência? 
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c5. Seja E um conjunto não vazio. Dados X, Y E P(E), mostre que as relações 
Re $ abaixo definidas são de equivalência em P(E): 
a) XRY se, e somente se XNA=YNA 
b) XSY se, e somente se XUA=YUA 
em que A é um subconjunto fixado de E. 


c6, Seja R uma relação reflexiva sobre E com as seguintes propriedades: 
1) DIR) = E 
2) (Va, b,c E E)(se aRc e bRc, então aRb) 
Mostre que R é uma relação de equivalência. 


C7. Seja R a relação sobre Z assim definida: 
xRy se e somente se, x |y ey |x 


Mostre que R é uma relação de equivalência e descreva o conjunto-quocien- 
te Z/R, 


C8. Seja S a relação definida em R? da seguinte forma: 
Oy Fi) S (0, y2) se, e somente se, 4x7 + 9y] = 4x + 9y; 
a) Prove que $ é uma relação de equivalência. 


b) Descreva geometricamente a classe (3, 0). 
c) Descreva o conjunto-quociente R?/S, 


3. RELAÇÕES DE ORDEM 


3.1 Relação de ordem. Conjuntos ordenados 


Definição 15: Uma relação R sobre um conjunto E não vazio é chamada relação 
de ordem parcial sobre E se, e somente se, R é reflexiva anti-simétrica e transitiva. 
Ou seja, R deve cumprir respectivamente as seguintes propriedades: 

() Sex € E então xRx; 
fi) Se x,y E E xRy e yRx, então x = y; 

(ll) Se x,y,z E E xRy e yRz, então xRz. 

Quando R é uma relação de ordem parcial sobre £, para exprimir que (a, b) E R, 
usaremos a notação a = b (R), que se lê “a precede b na relação R” ou “b segue a 
ai R" Para exprimir que (a, b) E Rea + b, usaremos a notação a < b (R), 
lação fo a precede estritamente b na relação R” ou “b segue estritamente a na re- 
Outra notação que se poderá usar para exprimir que “a precede b"é“a = b" Mas 


isso pressupó i AI E 
Pressupõe o entendimento de que, nesse caso,” =” não significa necessariamen- 
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te “menor ou igual a! no sentido numérico usual. O sentido é aquele definido pelo 
contexto da questão em foco. Analogamente, a notação “a < b” poderá ser usada 
para exprimir que “a precede estritamente b7 com um sentido que não o usual. 

Definição 16: Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto sobre o qual 
se definiu uma certa relação de ordem parcial. 

Definição 17: Seja R uma relação de ordem parcial sobre £. Os elementos a, 
b E E se dizem comparáveis mediante R se a = b ou b = a. 

Definição 18: Se dois elementos quaisquer de E forem comparáveis mediante 
R, então R será chamada relação de ordem total sobre E. Nesse caso, o conjunto £ 
é dito conjunto totalmente ordenado por R. 

Exemplos 16: 

1º) A relação A = {(a, a), (b, b), (c, ©), (a, b), 
(b, c), (a, c)) é uma relação de ordem sobre 
E = fa, b, c), conforme se pode notar no dia- 
grama ao lado. O conjunto E é totalmente orde- 
nado por R, uma vez que não há dois pontos 
distintos de E que não estejam ligados por uma 
flecha, 

2?) A relação R sobre R definida por 


x R y se, e somente se, x = y (=::"menor ou igual a”) 


é uma relação de ordem, denominada ordem habitual, pois: 
(1) AER =>x=<x) 
(VW, y ER) (x=yey<x=>x=y) 
Wx yz ER) (xSyey=z=>x<2) 
O conjunto R é totalmente ordenado pela relação de ordem habitual, pois se 
xy E R, então x =y ouy =x. 
3?) A relação R sobre N definida por 


xRy se, e somente se, x | y (|: “é divisor de”) 

é uma relação de ordem, pois: 

(9) x EN] 

(Vx yEN) (xlyey]x>x=y) 

(dx yz EN) (x|yey|z=x|z) 
como se pode provar facilmente usando-se o conceito de divisor visto no cap. H- 3. 

O conjunto N é parcialmente ordenado por essa relação. Essa ordem não orde- 
na totalmente N porque há elementos de N não comparáveis por divisibilidade, 
como, por exemplo, o 2 e 0 3: 

243 e 342 
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4º) A relação de inclusão sobre uma familia F de subconjuntos de um dado 
conjunto £ é uma relação de ordem, pois: 

(10) xe F=>xCx) 

(x y E FP) ACyeyCx=>x=y) 

(Vx, y 2 € FMxCyeyCz=>xCz) 
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40. Seja E o conjunto dos números complexos e sejam x = a + biey=c+ di 
dois elementos de C. Considere a relação R sobre C definida por: 
xRy se, e somente se, a=ceb=d 
a) Mostre que R é uma relação de ordem parcial sobre C. 
b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos 2 tais que 
zR(1 + 21) e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 2i)Rz. 
c) Decida: € é totalmente ordenado por R? 


41. Prove que, se R é uma relação de ordem parcial sobre E, então R”! também é. 
Nota: Nesse caso, R7! é denominada ordem oposta de R. 


42. Seja C o conjunto dos números complexos e sejam x =a + biey=c+ di 
dois elementos de C. Considere a relação S sobre C assim definida: 
xSy se e somente se, a < c ou (a =c eb = d) 
a) Mostre que S é uma relação de ordem parcial sobre C. 
b) Assinale no plano de Argand-Gauss o conjunto A dos complexos z tais que 
zS(1 ~ 2i} e o conjunto B dos complexos z tais que (1 + 2i)Sz. 
<) Decida: E é totalmente ordenado por $? 


43. Prove que a relação $ sobre N x N tal que (a, b) S(c, d) se, e somente se, a | c 
€ b | d é uma relação de ordem. A relação S ordena totalmente N x N? 


32 Representação gráfica simplificada 


. Para representar uma relação de ordem sobre um conjunto finito E, podemos 
utilizar um esquema simplificado que substitui o esquema de flechas já visto. É 
assim: 


1º) quando aRb, ligamos o elemento a ao elemento b por meio de um traço 
ascendente; 


2º) deixamos de desenhar os laços em torno de cada elemento de E (não ex- 
Pomos a propriedade reflexiva); 
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3º) quando existe um traço ligando a com b e um outro traço ligando b com c, 
deixamos de desenhar um traço ligando a com c (não expomos a propriedade 
transitiva). 

Exemplos 17: 

12) E=(1,2,3,4,6, 12} 

R é a ordem habitual (=). 


E é totalmente ordenado por R. 
2?) E=(1,2,3,4, 6, 12} 
S é a ordem por divisibilidade. 


1 
E é parcialmente ordenado por $. 


44. Faça o diagrama simplificado das seguintes ordens no conjunto £ = (1,2, 4 
5, 10, 20}: 
a) ordem habitual; 
b) ordem por divisibilidade. 


45. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por inclusão em E = Pila, bh 


46. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por divisibilidade no conjum 
to E = (2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. 
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47. Faça o diagrama simplificado da relação de ordem por inclusão no conjunto 
E = Hal {b}, la, b, c}, la, b, d}, la, b, c, d}, La, b, c, d, e}}- 


3.3 Limites superiores e inferiores 
Seja £ um conjunto parcialmente ordenado mediante a relação =. Seja A um 


subconjunto de E, com A + Ø. 


Definição 19: Um elemento 1 E E é um limite superior de A se, para todo xEA, 
valer x = L, isto é, qualquer elemento de A precede L. 


Definição 20: Um elemento f E E é um limite inferior de A se, para todo xEA, 
valer £ = x, isto é, € precede qualquer elemento de A, 


3.4 Máximo e mínimo 

Seja A um subconjunto não vazio do conjunto E parcialmente ordenado pela 
relação =, 

Definição 21: Um elemento M E A é um máximo de A se, para todo x E A, 
valer x = M, isto é se M é um limite superior de A e pertence a A, 

Definição 22: Um elemento m E A é um mínimo de A se, para todo x E A, va- 
ler m = x, isto é, se m é um limite inferior de A e pertence a A. 


Proposição 4: Se A é um subconjunto do conjunto parcialmente ordenado E 
e existe um máximo (ou mínimo) de A, então ele é único. 

Demonstração: Admitamos que M, e M, sejam máximos de A, Como M, é má- 
ximo de A e M, E A, então M, = M,. Por raciocínio análogo, prova-se que MSM, 
Logo, M; = My. 

Para o mínimo, a demonstração é semelhante. 4 


3.5 Supremo e ínfimo 
Definição 23: Seja A um subconjunto não vazio do conjunto parcialmente or- 


denado E, Chama-se supremo de A o mínimo, caso exista, do conjunto dos limites 


Superiores de A. Chama-se ínfimo de A o máximo, caso exista, do conjunto dos li- 
mites inferiores de A. 


3.6 Elementos maximais e minimais 
Seja A um subconjunto náo vazio do conjunto parcialmente ordenado £. 


Definição 24: Um elemento m E A é um elemento maximal de A se nenhum 


elemei P 
mento de A segue estritamente m,. Em outras palavras: se x € Ae m, = x, 
então m, = x, 
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Definição 25: Um elemento m, € A é um elemento minimal de A se nenhum 
elemento de A precede estritamente m,. Em outras palavras: sex € Å € x <= mo, 
então My =x. 

Exemplos 18: 

1°) Se E=R,A={xER |0 <x = 1) =]0, 1] e a ordem é a habitual, temos: 

a) são limites superiores de A os números reais L = 1; 
b) são limites inferiores de A os números reais £ = 0; 
c) o máximo de A é 1; 

d) A náo possui mínimo; 

e) o supremo de A é 1; 

f) o ínfimo de 4 é 0; 

9) 1 é o único elemento maximal de A; 

h) A não tem elementos minimais. 


ínfimo máximo e supremo 


limites inferiores limites superiores 


2°) Se E = (1,2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36), A = (2, 4, 6) e a ordem é a divisibilidade, o 
diagrama simplificado abaixo mostra que: 
a) os limites superiores de A sáo 12 e 36; 
b) os limites inferiores de A sáo 1 e 2; 
c) A tem mínimo 2 e não tem máximo; 
d) A tem ínfimo 2 e supremo 12; 
e) só 2 é elemento minimal de A; 
f) os elementos maximais de A são 4 e 6. 


36 
ig 9 
1 
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48. O diagrama abaixo representa uma relação de ordem R sobre E = fa, b, c, d, 


tgh iih À 
ebgbid p i j 


a b c 


Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o ínfimo, o máxi 
mo e o mínimo de A = {d, el. 


49. Seja A = {x € Q | 0 = x? = 2) um subconjunto de Q, em que se considera a re- 


lação de ordem habitual. Determine os limites superiores, os limites inferiores, o 
supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de A. 


50. Utilize o resultado do exercício 46 e determine os limites superiores, os limites 


inferiores, o supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de A = (6, 10). 


51. Utilize o resultado do exercício 47 e determine os limites superiores, os limites 


inferiores, o supremo, o ínfimo, o máximo e o mínimo de A = (fa, b, c}, (a, b, d}, 
la, b, c, dh. 


52. Considere a relação A definida em N x N da seguinte forma: 


(a, b)R(c, d) se, e somente se ajceb=d 
(i) Prove que R é uma relação de ordem parcial. 


li) Determine os limites superiores, os limites inferiores, o supremo, o ínfimo, 
O máximo e o mínimo de A = ((1, 2), (2, 1). 
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Exercícios complementares 


€9. Sejam E e F dois conjuntos totalmente ordenados pela relação =, Sejam 
a = (x, y) e B = (x; y’) elementos de £ x F, em que está definida a relação R 
da forma seguinte: 
aRB se, e somente se, {x = x' ou (x = x e y = y) 
Prove que R é uma relação de ordem total em E x F. 


C10. Faça um diagrama simplificado da relação de inclusão sobre P(E) em que 
E= {a, b,c}, com a + b + c + a. 


HI-2 APLICAÇÕES 


4. NOTA HISTÓRICA (A FORMAÇÃO DO CONCEITO DE FUNÇÃO) 


Só no século XIX, a idéia de função ganharia forma matemática. Mas desde a 
Antiguidade ela aparece embrionariamente, como, por exemplo, entre os babilónios. 
Efetivamente, os babilônios foram exímios produtores de tábuas matemáticas. Uma 
das remanescentes traz os valores de nº + n?, para n = 1, 2, 3, .., 20, 30, 40 e 50. 
Obviamente, não seria forçado associá-la à função f cujo domínio é (1, 2, 3, ... 29, 
30, 40, 50) e que está definida por f(x) = x? + x?, Mas, como possivelmente essa 
tábua foi construída para permitir a resolução de equações do tipo x? + x? = c, po- 
de-se ver nela ainda o germe da idéia de função inversa. De fato, ao se resolver a equa- 
ção x? + x? = 80, por exemplo, o que se procura é o número n tal que f(n) = 80, 
ou seja, a “imagem” de 80 pela “função inversa” de f. 

Em sua obra-prima, O almagesto, Claúdio Ptolomeu (século Il d.C.) deu um 
grande passo nessa matéria. Em seu livro | (são 13 ao todo) há uma tábua com as 
cordas dos arcos de 1/2º a 180º em intervalos de 1/2º. Essas cordas são, na ver- 
dade, os ancestrais mais remotos de nossos senos. Como Ptolomeu usou também 
suas tábuas em sentido contrário, para achar, por exemplo, o arco de uma dada 
corda, é plausível dizer que a idéia de função inversa também está presente em 
sua obra. Mas o grande passo de Ptolomeu consistiu em mostrar como interpolar 
linhas em sua tábua, para qualquer valor da “variável independente" (o arco), o que 
sugeria um caminho para um estudo computacional de fenômenos contínuos. 

No período medieval não se verificaram avanços significativos na formação do 
conceito de função. De um lado porque a álgebra literal, fundamental para explo- 
rar esse conceito, só seria criada no final do século XVI. De outro, porque a ciência 
ainda não elegera a descrição quantitativa dos fenômenos como meta, o que só 
aconteceria no Renascimento, graças principalmente a Galileu Galilei (1564-1642). 
Portanto, não sem motivos, há historiadores que atribuem a esse sábio a criação 
do conceito de função. 
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Galileu aplicou seu método científico principalmente ao estudo do movimento. 
Por exemplo, em Diálogos sobre duas novas ciências (1638), encontra-se a seguinte 
lei: “Os espaços percorridos por um corpo que sai do repouso em movimento uni- 
formemente acelerado estão entre si como os quadrados dos tempos gastos para 
percorrê-los” Ou seja, se para percorrer determinado espaço sı o tempo gasto é t 
e se para percorrer um espaço s o tempo gasto é t, então 5 = 5 . Com o desen- 

Ss & 
volvimento e a difusão da simbologia algébrica (ignorada por Galileu), essa lei pas- 
saria a se escrever assim: 
s=k8 
em que k = s,/tf, destacando-se o espaço em termos do tempo. 

Mas quem primeiro conseguiu fundir à idéia de variabilidade uma simbolo- 
gia algébrica conveniente, ao representar lugares geométricos por meio de equações 
algébricas e fazer a correspondência entre as variáveis a fim de poder esboçar o 
gráfico correspondente, foi o filósofo e matemático francês René Descartes (1596- 
1650), 0 criador da geometria analítica. 

Na segunda metade do século XVII, o matemático alemão G. W. Leibniz (1646- 
1716) usaria pela primeira vez a palavra “função? Também se deve a Leibniz a intro- 
dução das palavras “variável; “constante” e “parâmetro; hoje corriqueiras na lingua- 
gem matemática. Mas a notação f(x) para indicar uma função só seria introduzida 
em 1734 pelo matemático suíço L. Euler (1707-1783). 


5. APLICAÇÃO — FUNÇÃO 


Definição 26: Seja f uma relação de £ em F. Dizemos que f é uma aplicação 
de E em F se, e somente se: 

(i) o domínio de f é E, isto é, D(f) = E; 

(ii) dado um elemento a E D(f), é único o elemento b E F tal que (a, b) E f. 

Se f é uma aplicação de E em F, escrevemos: 


b = f(a) (lê-se “b é imagem de a pela f”) 
para indicar que (a, b) E f. 
Usaremos também a notação 
RESF 
Para indicar que f é uma aplicação de E em F. 
Às vezes, usaremos a notação 
xe f(x) 
Para indicar a aplicação f em que f(x) é a imagem do elemento genérico x. 
O conjunto F é chamado contradomínio de f. 
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Igualdade: decorre diretamente da definição de relação (seção 1.2 deste capí- 
tulo) a seguinte proposição: se f: E >F e g: E >F, então f = g se f(x) = g(x) para 
todo x E E. 

Função: se f: E —F e o contradomínio F é um conjunto numérico (portanto, 
F é subconjunto de C), é usual chamar f de função. Às vezes, contudo, usa-se a pa- 
lavra função para designar uma aplicação qualquer. 


Exemplos 19 e contra-exemplos 5: 
19) Se E = (a, b, c, d} e F = {m, n, p, q, r}, consideremos as relações de E em F 
seguintes: 


R, = Ian) (b, p), (c, q) 

R, = (la, m), (b, n), (c, q), (d, np 

R, = día, n), (b, n), (c, q), (d, 1) 

R4 = Ia, m), (b, m), (b, p), (c 1), (d, q)) 


Examinemos os diagramas de flechas: 


Ry 
E F E 


F 


R> E 
E 
LN 

Ra 
\ 4 
mamae 
E 


Temos: 

R, e R3 são aplicações; 

Ry não é aplicação, pois D(R,) = ta, b, c} + E, uma vez que d E DIR); 

R, não é aplicação, pois (b, n) E Ra e (b, p) E Ra, portanto, b tem dois “corres- 
pondentes” em F. 

27) Se E = F = R, consideremos as seguintes relações de R em R: 

R, = {k y) E R? pe =y} 

R= (0) ER? |£ +y? =1} 

R, = {x y} E R? |y =°} 
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Examinemos seus gráficos cartesianos: 


A relação R, não é aplicação, pois, por exemplo, para a = 1 existem b=1 e b'= — 
tais que (a, b) e (a, b') estão em R,. 

A relação R, não é aplicação, pois D(R,) = [-1,1] + R e também porque, por 
exemplo, para a = 0 existem b = 1 e b'= —1 tais que (a, b) E R, e (a, b) E R}. 

A relação Ry é aplicação de R em R. 


53, Se E = (1,2, 3, 4} e F = (a, b, c}, quais das relações abaixo são aplicações de E 


em F? 
= {(1, a), (2, b), (3,0) 
R= = {(1, a), (2, b), (3, 9, (4,0) 
Ry = {(1, b), (1, c), (2, b), (3, c), (4, a) 
R, = (MO, (2, ©), 83, 0), (4, 9} 


54. Considere a relação R = {(x, y) E R x R | x? + y? = 9}. R é uma aplicação? 

55, Considere a relação R = {(x,y) E Z x 7 | mx + ny = 1),em que m e n são nú- 
meros inteiros dados. Quais são as condições sobre m e n para que R seja uma 
aplicação? 


56. Descreva todas as aplicações de £ = (0, 1, 2} em F = (3,4). 


57. Descreva como conjunto de pares ordenados a função f: E -> F dada pela lei: 


1,sex E Q 


f=] i sexga 


São dados: £ = fo, 1, 3,12, LA Tera Z. 


58. Seja f: N x N — N tal que f(x, y) = mde(x, y). 
Determine £(5, 1), f(12, 8), $(3, 7), F(0, 5) e F(0, 0). 
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59. A aplicação f:R — R é dada pela lei: 
2x + 5,sex< —1 
mletia -18x21 
3x, se x >1 


Determine £(0), £ E) 1-3) st(y3)e de a 


60. Decida em cada caso se fe g são funções iguais ou distintas. 
12) fog = SZZ] 


23%) =1,90)=x*ex E (11,51) 
3) Ax) =x,x ER e gly) = y°, y € l-1,1 


90) =x- 1exER—(1) 


6. IMAGEM DIRETA — IMAGEM INVERSA 

Seja uma aplicação f; E => F. 

Definição 27: Dado A C E, chama-se imagem direta de A, segundo f, e ind 
ca-se por f(A), o seguinte o de F: s 

= {f(x) |x E A} 

isto é, f(A) é o conjunto das ein por f dos elementos de A. 

Definição 28; Dado B C F, chama-se imagem inversa de 8, segundo f, e indi 
ca-se por £”'(B), o seguinte subconjunto de E: 

THB) = {x € E | f0) € B} 

isto é, f”(B) é o conjunto dos elementos de E que têm imagem em B através de í 

Exemplos 20: 

1°) Se E = {1, 3,5,7,9}, F = {0, 2,4,6,8 ,10, 12} e f: E —F é dada por f(x) = x+% 
temos: 

F3, 5, 7) = {f6), (5), £(7)) = (4, 6, 8) 

= LED, FO), A(5), £(7), F(9)) = (2, 4, 6, 8, 10) 
HD) = 
$72, 4,10) = {x € E | f(x) € (2,4, 10} = (1,3, 9) 
7140, 12) = {x € E | £(x) E {0,12} = Ø 


21) Se E= F=R e f:R — R é dada pela lei f(x) = x?, temos: 
$41,2,3) = {1,49} 

glo 2) = {F0 10 =x = 2} = he] 0 = x = 2} = [0,4] 
$0-1,3D = $ ] -1 <x < 3} = 10, 9 

440,4, 16) = =(x E R |x? € (0, 4, 16)) = (0, +2, +4) 
EAS ETR S S aaa 
pR) =x ER] 2 <0} =ð 


3º) Seja f: R — R tal que: 
_JO,sex€ Q 
we a 

Temos: 

={f%) |x € Q} = {0} 
FR - Q) = {fx | xE R - Q}={1} 
F2, 3) = {F00 | x € [2, 31) = {0, 1} 
FUON = (x E R|fW=0}=Q 
FT'I, 5) = {x E R | f(x) E [4, 5} = Ø 


61. O diagrama abaixo representa a aplicação f: E — F. Determine: 
a 140,1) 
£43,4)) 
o £(1,2,5p 
d) F(E) 
e) f {7,8} 
8 f op 


62. Considere a função f: R — R dada por f(x) = |x]. 


Determine; 

a) (1) d) A([-1, 1) 9) £ (10, 3) 
b)£—3) e) £(-1, 2) HS U11, 31) 
of- v2) DIR) DURE) 


63. Seja f: R — R, dada pela lei: 


Risex=<0 
ND >0 
Determine: 
aJf((—1, 8)) O HRS) es U-1, 16) 
b)£(R) d) f NE, 16) f) FRE) 


64. Seja f: N* x N > N dada pela lei f(x, y) = x”. 


Determine: 

a) £(0, 2) df (rs) Dí, a EN 
b) £(3, 0) e) £ 625) h} $ "ph, p primo 
0) 43,4) DAWN DA op 


7. APLICACÓES INJETORAS — APLICAÇÕES SOBREJETORAS 

Seja uma aplicação f: E — F. 

Definição 29: Dizemos que f é uma aplicação injetora ou injeção se dois ele- 
mentos diferentes quaisquer de E têm imagens diferentes. Em outras palavras, se 
para quaisquer x,, x, E E, tais que x, + x», valer f(x) + f(x). 

Notemos que a contrapositiva da definição anterior é: se x,, x, E E e f(x) = (0), 
então x, =x, Normalmente se usa essa contrapositiva, que é equivalente à definição, 
para verificar se f é injetora ou não. 

Negando-se a definição 29, obtém-se uma condição para que f não seja inje- 
tora. Logo, f não é injetora se existem x,, x, E E, tais que x, + x, e f(x) = f(x). 

Definição 30: Dizemos que f é uma aplicação sobrejetora ou sobrejeção quan- 
do está verificada a seguinte condição: 

Im(f) =F 

Observando-se que, para toda f: E — F, tem-se Im(f) C F, então basta provar 
que F C Im(f) para estabelecer que f é sobrejetora. Ou seja, basta mostrar que 
para todo y E F existe x € E tal que f(x) = y. 

Portanto, uma aplicação f: E — F não é sobrejetora se existe y E F tal que, qual- 
quer que seja x € E, f(x) + y. 
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Definição 31: Dizemos que f é uma aplicação bijetora ou bijeção quando f é 
injetora € sobrejetora. 
Exemplos 21 e contra-exemplos 6: 
12) Se E = (a, b, c, d} e F = {0, 1, 2, 3, 4), a aplicação f = ((a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4)) 
de E em F é injetora. 
Notemos que no esquema de flechas de uma aplicação injetora não há flechas 
que convergem para o mesmo elemento de F. 
E F 


Men 
[NY 


Podemos notar também que f não é sobrejetora, pois 0 E Fe 0 É Im(f). 
22) Se E = (a, b, c, d} e F = {0, 1, 2}, a aplicação £ = [(a, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)) de 
E em F é sobrejetora. 
Notemos que no esquema de flechas de uma aplicação sobrejetora todo ele- 
mento de F serve de extremidade para alguma flecha. 
E 


E 
HAS 
Podemos notar também que f não é injetora, pois c + de fic) = fid) = 2. 
3º) A aplicação f: R — R dada pela lei f(x) = 3x — 1 é bijetora, pois: 
(i) dados x, x, € R, temos: 
Fx)=f()>3x-1=3x-1>xM=X) 
Portanto, f é injetora; 


(ii) dado y € R, provemos que existe x E R tal que f(x) = y: 


x-1=y>3x=y+i =x ler 


portanto, f é sobrejetora. 

Nota 

As aplicações não podem ser divididas em injetoras ou sobrejetoras. Há muitas 
€ muitas aplicações que não são injetoras nem sobrejetoras. Por exemplo, a apli- 
cação f: R — R dada pela lei f(x) = x? não é injetora, pois 

24 -2e f(2) = f(-2)=4 
€ não é sobrejetora, pois 
-1€ReAxeR|x=-1 
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65. Quais das seguintes aplicações de E = (a, b, c, d, e} em F = {0, 1, 2, 3, 4, 5} são 


injetoras? 

fı = (la, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (e, 5)} 
$, = [la, 5), (b, 4), (c, 2), (d, 1), te, 0)) 
f; = (la, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 0), (e, 33) 
£, = (ta, 5), (b, 5), (c, 5), (d, 5), (e, 5) 


66. Quais das seguintes aplicações de £ = (a, b, c, d, e) em F = (1, 2, 3, 4) são sobre- 
jetoras? 
fı = (la, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 1), (e, 3)) 
f, = (ta, 2), (b, 1), (c, 3), (d, 3), (e, 9} 
f,= (la, 3), (b, 3), (c, 1), (d, 2), (e, D} 
fa = lla, 4), (b, 4), (c, 2), (d, 3), (e, DJ 


67. Descreva uma a uma todas as aplicações injetoras de E=(a, b} em F={1, 2, 3). 
68. Descreva uma a uma todas as aplicações sobrejetoras de F= {a,b,c} em F={1,2}. 


69. Determine todas as aplicações bijetoras (ou permutações) de E em E sendo £ = fa, 
b, c} constituído por três elementos distintos. 


70. Seja f: N x N — N dada pela lei f(x,y) = mdc(x, y). 
a) Determine: f(2, 3), f(0, 5) e f(24, 36). 
b) f é injetora? 
c) f é sobrejetora? 


71. Dê um argumento razoável para justificar que toda aplicação injetora de um 
conjunto finito £ em si mesmo é também sobrejetora. 


72. Dê um argumento razoável para justificar que toda aplicação sobrejetora de 
um conjunto finito E em si mesmo é também injetora. 


73. Considere as seguintes funções de R em R: 


ay=3 d) y = 2* 9) y = sen x 
by=x+2 dy=xY y=L,sex+0 
dy=x -5x +6 fì y=] y=25ex=0 


Quais sáo injetoras? 
Quais sáo sobrejetoras? 
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74. Prove que a aplicação f: R? > R? tal que f(x, y) = (Ux, y5) é sobrejetora, 


75. Mostre que a aplicação f: Z — Z dada pela lei f(n) = 2n, n E Z, é injetora 
mas não é sobrejetora. 


76, Sendo a, b, c, d inteiros, quais são as condições para que a aplicação f: Z x Z — 
—Z x Z tal que f(x, y) = (ax + b, cy + d) seja injetora? 


77. Prove que f: R — R definida por f(x) = ax + b, com a e b constantes reais e 
a + 0, é uma aplicação bijetora. 


78. Mostre que f: R — B >R- g dada pela lei y = S = 


são constantes reais, c + 0 e ad — bc + 0, é uma aplicação bijetora. 


„em que a,b,c,d 


79. Seja f: R? > R dada por f(x, y) = xy. 
a) f é injetora? 
b) f é sobrejetora? 
c) Determine f~'{0Ņ. 
d) Deter (l0, 1] x [0, 2)). 
e) Determine f(((x, y) | x = y}. 


80. Considere a aplicação f: Z? —> Z? tal que f(x, y) = (2x + 3, 4y + 5). Prove que 
f é injetora. Verifique se f é bijetora. 


81. Dois conjuntos, A e B, são eqüipotentes quando A = B = Ø ou existe f: A —B bi- 
jetora. Mostre, em cada caso seguinte, que os conjuntos A e B são equipotentes. 
1)A=N e B=N* 
2)A=Z e B=N 
3)A=R e B=R, 
4)A=]-1,11 e B=]la,b[, com ae b reais e a < b. 

Sugestão: Descubra, em cada caso, f: A — B bijetora. 


8. APLICACÁO INVERSA 


Seja a aplicação f: E — F. Por definição, f é uma relação de E em F com certas 
Particularidades: 

ti) D(F) = E; 

(ii) todo x € E tem imagem única f(x) E F. 
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Seja $ ? a relação inversa de f. Pode acontecer que f~’ não seja uma aplica- 
ção de F em E. Voltando aos exemplos do item anterior, temos: 

1º) f = (ta, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 9) 

f7=(,0,(2,b),(3, 0), (4, d)) 
f~’ não é aplicação de F em E, pois D{f~?) = {1, 2, 3, 4} + F. 
2º) f = {(a, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)) 
£~’ = {(0, a), (1, b), (2, c), (2, d} 
47! não é aplicação de F em £, pois (2,0) E fe, € $”? sendo c + d. 

O teorema seguinte estabelece em que condições f”* é uma aplicação. 

Proposição 5: Seja f:F — F uma aplicação. Uma condição necessária e suficien- 
te para que f”! seja uma aplicação de F em E é que f seja bijetora. 

Demonstração: 

1. Provemos que, se f `" é aplicação, então f é bijetora. 

a) Sejam xy, x, € E, tais que f(x) = y = f(x). Então (x,y) E fe lo, y) E f 
e daí, (y, x) E f} e (y, x) E FT! Como f~’ é aplicação, podemos escrever 
x,=$!y)ex,=$"(y) e concluir, uma vez que f Uy) é único, que x, = x,. Está 
provado que f é injetora. 

b) Seja y E F. Como f~’ é aplicação de F em E, existe x E E tal que $ y)=x 
e, portanto, f(x) = y. Está provado que f é sobrejetora. 

Il. Provemos que, se f é bijetora, então f”? é aplicação. 

a) Como f é sobrejetora, dado y E F, existe x E E tal que f(x) = y e, portan- 
to, (y,x) E f *. Está provado que D(£”') = F. 

b) Seja y E Fe suponhamos (y, xy) E f ' e (y,x3) E $.Então (xy) Efe 
(xX, y) E $ ou considerando-se que f é aplicação, £(x,) = y = f(x). Como, porém, 
f é injetora, conclui-se dessas igualdades que x, = x. Isso mostra que, para cada 
y € F, há um único elemento x tal que (y, x) € f”*. De a) e b) segue que f~’ é 
uma aplicação de F em E. 4 


Exemplo 22: 

Já vimos que a aplicação f:R — R tal que f(x) = 3x — 1 é bijetora. Determinemos 
a aplicação f ', inversa de f. 

E' = {y E R |y) E f= fyd ER |y=3x—1)= 


={x y) ER? |x=3y- 1) sjane Ry 
portanto, f~! é a aplicação de R em R dada pela lei f~ `% = a a 


Nota 

Pode ser provado que, se f é bijetora, então f~’ também é. Sendo f ' bije- 
tora, a relação inversa de f~’ também é aplicação. Mas (f'y! = f; então fe f”' 
são aplicações inversas uma da outra. 
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82. Determine a aplicação inversa de f:R — R definida por f(x) = ax + b, com 
a e b constantes reais e a + 0, 


83. Descreva a aplicação inversa de f: R (8 R 2) dada pela lei fp) = “X= b, 
cx = 
em que a, b, c, d são constantes reais, c + 0 e ad — bc + 0. 


84. Descreva a aplicação inversa de f: Z? —> Z? dada por f(x, y) = (x + 3,2 — y). 


9. COMPOSIÇÃO DE APLICAÇÕES 


Definição 32: Sejam f: E — F e g: F > G duas aplicações. Chama-se composta 
de f e g a aplicação (indicada por gof) de E em G definida da seguinte maneira: 
(got) = gF) 

para todo x € E. 
Exemplos 23: 
1º) Sejam E = {a}, az, 03,44), F = by by by bar bs} e G=1c1,67,03). Consideremos 
as aplicações: 
f = [(a,, by), (az, b3), (az, ba), (a4, b3)} de E em F 
g = {lbi c1), (by, C1), (Da, €), (by Co) (bs, C3)) de F em G 
A aplicação composta de f e g, de acordo com a definição, é go f: E —G tal 
que; 
(gof) (a) = g(Ha) = g(b) = c; 
(gof) lay) = g(H(a5)) = g(b) = €, 
(gof) (as) = g(f(as)) = gíba) = cz 
(gof) (a4) = g( Has) = gb) = c2 


isto é, gof = (lay, Cr), (az C1), (dy, Ca), (04, Co). 
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2º) Sendo f:R — R tal que f(x) = 3x e g:R — R tal que gix) = x?, a aplicação 
composta de f e g é gof: R — R tal que: 
(gos) 69 = KEON = (fo)? = Ex? = 9x? 
3?) Sejam ER — R, tal que f(x) = 2 e g:R, — R tal que gíx) = 1x. À aplica- 
ção composta de f e g é gof: R — R tal qu 
(go Al) = g) = vfo = 2 


Notas 
I. A composta de f e g só está definida quando o contradomínio de f coin- 
cide com o domínio de g (conjunto F). 

Il. A composta de f e g tem o mesmo domínio de f (conjunto £) e o mesmo 
contradomínio de g (conjunto G). 

Ill. Quando E = G, ou seja, f: E > F e g: F — E, então é possível definir, além de 
gof,a composta de g e f (indicada por (fo g): é a aplicação de F em F que obe- 
dece à lei 

(Fog) = figo) 
para todo x E F. 

Retomando os exemplos anteriores, temos: 

2º) A aplicação fog: R — R é tai que: 

(Fog) = FUN) =3 + g0) = 3x? 
3º) A aplicação fog: R, —> R, é tal que: 
(Fog) = Hg(x)) = 289 = 2% 

IV. Se f: E — F e g: F — E, então existem gof e fo g, mas pode ocorrer de 
gof + fog. Sugerimos ao estudante encontrar exemplos disso. 


Proposição 6: f: E > Fe g: F —> G são injetoras, então g O f é injetora. 

Demonstração: Sejam x,, x, E E tais que {g © f Xx) = (g © f)Xx,). Então g(f(x)) = 
= g(f(x,)) e, como g é injetora, (x) = f(x5). Usando-se agora a hipótese de que 
f é injetora, conclui-se que x, = xz. 

Logo, g © f é injetora. 4 

Proposição 7: Se f: E > Fe g:F — G são sobrejetoras, então g © f é sobrejetora. 

Demonstração: Seja z E G. Como g é sobrejetora, existe um y € F tal que gly) = Z. 

Sendo f sobrejetora, existe um x € E tal que f(x) = y. Assim, temos: 

z = gly) = (Fx) = (go fx) 
Isso prova que g © f é sobrejetora. # 
Nota 


Quando compomos duas aplicações tais que uma é injetora e a outra é sobreje- 
tora, de maneira geral nada podemos afirmar sobre a composta. 
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Veja o 1º exemplo, à pagina 103. Temos: f injetora, g sobrejetora e gof não 
injetora nem sobrejetora. 


85. Sejam A = (1,2, 3), B = (4, 5, 6,7) e C = {8, 9, 0). 
Seja f: A — B dada por f(1) = 4, f(2) = 5 e f(3) = 6. 
Seja g: B — C dada por g(4) = g(5) = 8, g(6) = 9 e g(7) = 0. 
Descreva pelos pares ordenados a aplicação g O f. A aplicação g O f é injetora 
ou sobrejetora? 


86. Considere as aplicações f, g, h, sobre E = fa, b, c, d} dadas nos diagramas abaixo. 
Determine as compostas go f,£0g,goh,hog,hofe hoh. 


f 9 h 
w Y 
(É) (5) DY 
Pi 
= , E 


87. Sejam f, g, h funções de R em R definidas pelas leis f(x) =x + 2.9) =x? — 1 
e h(x) = 3x. 


a) Determine as compostas fog, foh, gof,goggohehcg. 
b) Verifique que (f 09) ch = f o (g 9h). 


88. Considere as funções f e g de R em R definidas pelas regras f(x) =X? + 1 e 
gx) = x? + 1. Determine as compostas fog, gof, fOf e gog. 


89. Sendo f(x) = ax”, com n E Nº, determine a e n de modo que (fo f)(x) = 3xº. 


90. Considere as funções f: R — R dada por f(x) =2x + 7 e fog:R — R dada 
por (fog)(x) = 4x? — 2x + 3, Determine a função g. 


91. Sejam f e g duas funções de R em R assim definidas: 


x+1,sex=0 É ta! 
O RS oe IA 


Determine as compostas f 9g e gof. 
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92. Sendo f: R — R uma função dada pela fórmula: 
x+ I,sex<0 
fx) = A 
É i -— 2x,sex>0 


Determine a composta fof. 


93. Determine as compostas f 0g e g of, sabendo que f e g são funções de R 
em R tais que: 


x,sex<0 1 xsex<1 
FW) = e gx)= 
2x sex=0 T+xsexz1 


10. APLICAÇÃO IDÊNTICA 


Definição 33: Dado £ + Ø, chama-se aplicação idéntica de E a aplicação ip: E >E 
dada pela lei ¡¿(x) = x, para todo x E E. 

Notemos que para cada E existe uma aplicação idéntica i; e ainda que, se E + F, 
então ir + ip por terem diferentes domínios. 


Proposição 8: Se f; E — F é bijetora, então: 
fof =i e f lof=i 

Demonstração: Já vimos que se f é bijetora, então £~’ é uma aplicação de F 
em E. Ademais, em virtude da definição de imagem de uma relação, são equivalen- 
tes as igualdades f(x) = y e £ '(y) =x. Daí, 

FET =y e FOO) =x 
ou seja: 
(of Mn =y e (Font) =x 

De onde, fof =ip e flof=i.% 

Proposição 9: Se f: E — Fe g: F — E, então: 

a)foij=f 0f=f,90Í =geipog=g; 

b) se gof = ipe f ©g = ip então f e g bijetoras e g = EI 


Demonstração: 
a) Provemos, por exemplo, que f Oip = f. 
Como f: E — F e ig: E — E, então D(f O ig) = E = D(f). 
Dado qualquer x € E, temos: 
Loi = Flex) = fU) 
Logo, f Oig = f. 
b) Provemos, por exemplo, que f é bijetora. 
Sejam xy Xp E £ elementos tais que f(x,) = f0). Então g(f(x1) = g(£(c)). Daí 
(g fx) = (g o f)(x) ou, levando-se em conta a hipótese, iz (x1) = iz (x2). 
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De onde, x, = x,, conclusão que garante ser f uma aplicação injetora. 

Para mostrar que f é sobrejetora, tomemos y € F. Então y = ip(y) = (fogKy) = 
= flgly)) = f(x), em que x = g(y) E E. Portanto, f é sobrejetora. 

Provemos que g =f 1. 

Temos D($)=F=Digefog=ip=fof '; logo, f(g(x) = ££7 Ux), pare 
todo x E F. 

Mas, como f é injetora, resulta g(x) = f !(x), para todo x E F. # 


FEL Exercícios ] 


94. Sendo f: R* —> R — (1) tal que f(x) = £ E 2 eg: R — {1} emR* tal qu 


gix) = 5 + determine fog e gof. O que se conclui do resultado obtido? 


95, Considere as aplicações de R em R: 
fix) =x +2egx) = — x 
a) Determine as aplicações fog, fO f e gog. 
b) Descreva a aplicação h tal que foh = hof = ip- 


96. Sendo f: N — N dada pela lei f(n) = n + 1, mostre que há infinitas funçõe: 
g:N — N tais que gof = ių. A função f é inversivel (7! é aplicação)? 


97. Sendo g: N — N tal que gín) =5 se n é par e gín) =2 5 1 sené impar, mos 
tre que existem infinitas funções h: N — N tais que gof = iy. À função g « 


inversível? 


98. Se f: E — Ee g: F > E são tais que g Of = ir, quais das seguintes afirmaçõe 
são verdadeiras? 
ag=f' 
b) f é sobrejetora 
c) f é injetora 
d) g é injetora 
e) g é sobrejetora 


99. Sejam as aplicações f: E > Fe g: F — E. 
Prove que: 


a) se gc f é injetora, então f é injetora; 
b) se fog é sobrejetora, então g é sobrejetora. 
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100. Sejam as aplicações f: E > F, g:FE>Feh:F=>G. 
Prove que se h é injetora e hog = hof, então g = f. 


11. RESTRIÇÃO E PROLONGAMENTO DE UMA APLICAÇÃO 


Definição 34: Seja f: E — Fe seja AC E, com A + Ø. Chama-se restrição de 
f ao subconjunto A a aplicação f | A: A — F assim definida: 
G | 4300 = £00 
para todo x E A. 
Definição 35: Seja f: E — F e sejam BD E e C D F. Chama-se prolongamento 
de f ao conjunto B toda aplicação g: B > C tal que g(x) = f(x), para todo x € E. 


Exemplos 24: 
1º) Consideremos f: R* — R dada por f0) =1. 

Se A = {2,4,6, } então f |A =((2.7)(43)(6:) 
junto A. 

A função g: R — R dada por g(0) = 1 e g(x) = f(x), Vx E R*, é um prolonga- 
mento de f ao conjunto R. 

2%) Consideremos f: C — R, dada por f(x + yi) = vX? +y’. 

Note que f associa cada número complexo ao seu módulo. 

Seja g: R — R, dada por g(x) = |x]. 

Então g é a restrição de f ao conjunto R, pois, para todo x E R, temos: 

Fo) = fix + 0i) = V+ = yx? = |x] = gix). 


+ é a restrição de f ao con- 


12. APLICAÇÕES MONÓTONAS 


Definição 36: Sejam £ e F dois conjuntos parcialmente ordenados e seja f:E —F. 
Por comodidade, indicamos com o mesmo símbolo (=) as relações de ordem sobre 
E e sobre F, mas pode não se tratar da mesma relação. 

Dizemos que f é uma aplicação crescente em E se f(x) = f(x”) sempre que x € x’. 
Ou seja, f é crescente se para quaisquer x, x E E, com x = x”, valer f(x) < f(x). 

Dizemos que f é uma aplicação decrescente em E se f(x”) = f(x) sempre que 
x = x'. Em outras palavras, f é decrescente se para quaisquer x, xX’ E E, com x = x’, 
valer f(x") = f(x). 

Uma aplicação crescente ou decrescente em E será chamada aplicação monóto- 
na em E. 

Definição 37: Uma aplicação f: E — F é dita aplicação estritamente monótona 
em £ quando satisfaz a uma das seguintes proposições: 
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a) f é estritamente crescente, isto é: 
sex = x então f(x) < f(x) 
quaisquer que sejam x, xX’ E E. 
b) f é estritamente decrescente, isto é: 
sex < x; então f(x) < f(x) 
quaisquer que sejam x,x' E E. 
Exemplos 25: 
12) A aplicação f: R — R dada por f(x) = 2* é estritamente crescente, pois: 
x<x> "<A xx ER 
2º) A aplicação g: R —> R dada por g(x) = 1 — x é estritamente decrescente, 
pois: 
X <x’ = xX’ < x = 1 — x’ < 1 -— x= g(x’) < g(x) 


para todos x, x’ € R. 


101. Quais das funções abaixo são restrições de f: R — R tal que f(x) = x?? 
a) g = {(0, 0), (1, 1), (2, 4)) de (0, 1, 2) em (0, 1, 4) 
b) h(x) =x? de Cem O 
o) ijo,1) (aplicação idêntica de (0, 1)) 


102. Considere a função f:R.. — R, dada pela lei f(x) = «x . Descreva a restrição 
de f ao conjunto A = (0, 1, 4, 9, 16, 25). 


103. Quais das funções abaixo são prolongamentos de i,? 


a) f:R = Z tal que f(x) = [x] = maior inteiro menor ou igual a x 
b) im 
c) gR > R tal que g(x) = [x] 


104, Considere a função f = {(0, 1), (1, 2), (2, 4), (3, 8), (4, 16)} de £ = {0, 1, 2, 3, 4) 
em F = {1, 2, 4, 8, 16}. Dê uma função experimental que prolongue f ao 


conjunto R. 


Exel 


los complementares 


C11. Se Fe F são conjuntos finitos que têm m e n elementos, respectivamente, 
quantas são as aplicações de E em F? 
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C12. Seja f:E—FesejamACEeBCE, 
Prove que: 
a) se AC B, então f(A) C f(B) 
b) f(A U B) = HA) U F(B) 
Cc) F(A N B) C FA) N FB) 
d) AC f ULA) ess (8) CB 
e) f é bijetora se, e somente se, (AC) = (F(A) para todo A C E 
Lembrete: Se LCY, o símbolo £* representa o complemento de £ em relação a Y. 


€13. Prove que, se uma função f: R —> R é inversível e seu gráfico é uma curva 
simétrica em relação à reta y = x, então f = f~’. 
Dê exemplos de funções f tais que f = 47], 


C14. Prove que $:]-1,1[ — R definida pela lei f(x) = 
1-1, [e R são conjuntos equipotentes. 


é bijetora, ou seja, 


€15. Sejam f: E — F e g: F — G. Supondo g bijetora, prove que f é injetora se, e 
somente se, g Of é injetora, 


C16. Seja f; E > Fe sejam A C Fe B C F. Prove que: 
a) ACB =f MACS) 
b) FTA U 8) = fF7A) U 718) 
9 FTA N B) = FHA) N FB) 
d) SMA) = (4 HANS 
e) f é sobrejetora se, e somente se, f" (A) + Ø para todo A C F 


C17, Seja E = (a, b}, com a £ b. Calcule: 
a) o número de relações sobre E; 
o número de relações de equivalência sobre E; 
o número de relações de ordem sobre E; 
o número de aplicações de E em E; 
o número de bijeções de E em E. 


Hi-3 OPERAÇÕES — LEIS DE COMPOSIÇÃO INTERNAS 


13. EXEMPLOS PRELIMINARES 


1º) Consideremos a aplicação f:N x N — N tal que f(x, y) = x + y, ou seja, 
f associa a cada par (x, y) de números naturais a sua soma x + y. A aplicação f é 
conhecida como operação de adição sobre N. 
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2º) Pensemos na aplicação g: R x R — R tal que g(x, y) = x - y, Ela associa a 
cada par (x, y) de números reais o seu produto x - y. À aplicação g é conhecida 
como operação de multiplicação sobre R. 

3º) Consideremos a aplicação h: P(E) x P(E) — P(E), em que P(E) indica o 
conjunto das partes de £, tal que h(X, Y) = X N Y, ou seja, h associa a cada par de con- 
juntos (X, Y) a sua interseção X N Y. Essa aplicação é conhecida pelo nome opera- 
ção de interseção sobre P(E). 


14. CONCEITUAÇÃO 


Definição 37: Sendo £ um conjunto não vazio, toda a aplicação f: E x E — E recebe 
o nome operação sobre E (ou em E) ou lei de composição interna sobre E (ou em E), 

Nas considerações de caráter geral que faremos a seguir neste parágrafo, uma 
operação f sobre E associa a cada par (x, y) de E x É um elemento de E que será 
simbolizado por x* y (lê-se “x estrela y”). Assim x* y é uma forma de indicar f(x, y). 
Diremos também que E é um conjunto munido da operação *, 

O elemento x* y é chamado composto de x e y pela operação *. Os elemen- 
tos x e y do composto x* y são chamados termos do composto x* y. Os termos x 
e y do composto x* y são chamados, respectivamente, primeiro e segundo termos 
ou, então, termo da esquerda e termo da direita. 

Outras notações poderão ser usadas para indicar uma operação sobre E. 

a) Notação aditiva 

Nesse caso, o símbolo da operação é +, a operação é chamada adição, o com- 
posto x + y é chamado soma, e os termos x e y são as parcelas. 

b) Notação multiplicativa 

Nesse caso, o símbolo da operação é - ou a simples justaposição, a opera- 

ção é chamada multiplicação, o composto x - y ou xy é chamado produto, e os ter- 
mos x e y são os fatores. 

c) Outros símbolos utilizados para operações genéricas são: À, T, L, x, (9), etc. 


Mais exemplos 25: 

1%) A aplicação f: N* x N* — Nº tal que f(x, y) = x” é operação de potencia- 
ção sobre N*, 

Nota 

Quaisquer que sejam os naturais não nulos x e y, o símbolo x” representa um 
natural não nulo; portanto, f está bem definida. 

Podemos notar que essa operação não pode ser estendida a Z*, porque, por 
exemplo, a imagem do par (2, —1) seria 27! & 2% 

2º) A aplicação f: Q* x Q* — Q* tal que f(x, y) = 
sobre Q*. 


x 


y é a operação de divisão 


Come 


A operação de divisão pode ser estendida também a R* e C*. 

Deixamos como exercício ao leitor encontrar exemplos que mostrem que a 
divisão não é uma operação em N* ou em Z*, 

3º) A aplicação f:Z x Z — Z tal que f(x, y) =x — y é a operação de subtra- 
ção sobre Z. 

A operação de subtração pode ser estendida a Q, R e C. 

4º) A aplicação f: E x E — E em que E = Mm , n (R) representa o conjunto das 
matrizes do tipo m x n com elementos reais, tal que f(x, y) =x + y é a operação 
de adição sobre Mm x y (R). 

5º) A aplicação f: E x E — E, em que E = M, (R) representa o conjunto das 
matrizes quadradas de ordem n com elementos reais, tal que f(x, y) =x + yéa 
operação de multiplicação sobre M, (R). 

6º) A aplicação «p: E x E — E, em que E = R? representa o conjunto das fun- 
ções de R em R, tal que p(f, g) = f og é a operação de composição sobre RR. 


15. PROPRIEDADES DAS OPERAÇÕES 


Seja * uma lei de composição interna em £. Vejamos algumas propriedades 
que * pode apresentar, 
15.1 Propriedade associativa 

Definição 38: Dizemos que * goza da propriedade associativa se 

x*(y*z)=(x*y)*z, 

quaisquer que sejam x, y, z € E. 

Exemplos 26: 

1º) As adições em N, Z, Q, R ou C são operações que gozam da propriedade 
associativa. (Costuma-se dizer que “são operações associativas”) 

x+y)+z=x+(y+2), Vxyz 
2º) As multiplicações em N, Z, Q, R ou € são operações associativas 
eyez=x:(y:7, Vxyz 

3º) A adição em Mm , n (R), conjunto das matrizes do tipo m x n com elemen- 

tos reais, é operação associativa. 


(X+ Y)+Z=X+{Y+Z), VXYZ 
4º) A multiplicação em M, (R) é operação associativa. 
(XY)Z=X(YZ}, VX, YZ 
5º) A composição de funções de R em R é operação associativa. 
Vogoch=folgch, Vf g,h 
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Contra-exemplos 7: 

1º) A potenciação em N* não é operação associativa, pois: 

2%(3x4) = 289 = 281 

ques = (2) = 212 

2º) A divisão em R* não é operação associativa, pois: 

244 (4*2) =24:(4:2)=24:2=12 

(24 4)*2 =(24:4):2=6:2=3 

Observacáo 

O fato de uma operação ser associativa possibilita indicar o composto de mais de 
dois elementos sem necessidade de usar os parênteses, uma vez que qualquer as- 
sociação entre os elementos presentes conduz ao mesmo resultado. Por exemplo: 
2+4+6+7=0+4)+(6+7)=2+(4+6+7=2+(4+6+47)=19 

Se uma operação não é associativa, temos a obrigação de usar parênteses 
para indicar como deve ser calculado um composto de três ou mais elementos, 
pois, caso contrário, deixamos o composto sem significado. Por exemplo, em R*, 
48:6:2:4 não tem significado, pois: 


(48:6):(2:4)=8: 5 =16 


(48 :6):2):4=(8:2):4=4:4=1 


48 :((6:2):4) = 48 : (3 :4) =48: 7 =64 


3 
4 
15.2 Propriedade comutativa 


Definição 39: Dizemos que * goza da propriedade comutativa se 
x*y=y*x, 
quaisquer que sejam x,y € E. 
Exemplos 27: 
1º) As adições em N, Z, Q, R ou C são operações que gozam da propriedade 
comutativa. (Costuma-se dizer que “são operações comutativas”.) 
xty=y+x, Vxy 
2º) As multiplicações em N, Z, Q, R ou € são operações comutativas. 
xey=yex, Vxy 
3º) A adição em Mm « n (IR) é operação comutativa. 
X+Y=Y+X, VXY 
Contra-exemplos 8: 
1º) A potenciacáo em N* não é comutativa, pois, por exemplo, 2? = 8 e 3? = 9. 


2º) A divisão em R* não é comutativa, pois, por exemplo, 3 : 6 55 e6:3=2. 
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3º) A subtração em Z não é comutativa, pois, por exemplo, 3—7=—4e 7—3=4. 
4º) A multiplicação em M, (IR) não é comutativa, pois, por exemplo: 


(36d 3 
6363763 


5º) A composição de funções em RF não é comutativa, pois, por exemplo, se 


=3xeg(x) =x? + 1, temos: 
(Fog =Hgb)=300+)=30 + 3 


(got = 9400) = Bx + 1=9x? +1 


e 
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. Em cada caso a seguir, verifique se a operação * sobre E é associativa. 
x+y 


aJE=R e xty= 
bE=R e xty=x 


DER, e xty=y0ty? 
DER exty=i0+y 
e) E=R* e xty=4 
x+y 
= *y= 
fE=R, e x*y xy 
9E=7 e x*y=xy + 2x 
h E=Q e xty=x+ xy 
DE=R e xty=x+ y — 2xy 
JE=R e xty=x + y? + 2xy 
106. Em cada caso a seguir está definida uma operação sobre Z x Z. Verifique se 


107. 


ela é associativa: 

a) (a, b)*(c, d) = (ac, 0) 

b) (a, b) A (c, d) = (a + c,b + d) 

c) (a, b) 1 (c, d) = (ac, ad + be) 

d) (a bote, d) = (a + c, bd) 

e) (a, b) x(c, d) = (ac — bd, ad + bc) 


Consideremos a operação * em R definida pela regra: 
xty=ax+ by +cxy 
em que a, b, c são números reais dados. 


Determine as condições sobre a, b, c de modo que * seja associativa. 
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108. Examine novamente as operações do exercício 105 e verifique quais são co- 
mutativas. 


109. Examine novamente as operações do exercício 106 e verifique quais são comu- 
tativas. 


110. Retome a operação definida no exercício 107 e estabeleça as condições sobre 
a, b, c de modo que * seja comutativa. 


15.3 Elemento neutro 

Definição 40: Se existe e E E tal que e*x = x para todo x € E, dizemos que 
e é um elemento neutro à esquerda para *. 

Se existe e E E tal que x*e = x para todo x E E, dizemos que e é um elemento 
neutro à direita para *, 

Se e é elemento neutro à direita e à esquerda para a operação *, dizemos 
simplesmente que e é elemento neutro para essa operação. 


Exemplo 28: 

1º) O elemento neutro das adições em N, Z, Q, R ou C é o número 0, pois 
0+x=x=x + 0 para qualquer número x. 

2º) O elemento neutro das multiplicações em N, Z, Q, R ou C é o número 1, 
pois 1. x =x =x +1 para qualquer número x. 

3º) O elemento neutro da adição em Mpm , , (IR) é Om x n (matriz nula do tipo 
m x n), pois Om sn + X=X=X + Om xn qualquer que seja X E Mm xn (R). 

4º) O elemento neutro da multiplicação em M, (R) é 4, (matriz identidade do 
tipo n x n), pois |,X = X = Xt,, qualquer que seja X E M, (IR). 

5º) O elemento neutro da composição em RE é a função ix (função idêntica 
em R), pois ig Of = f = f © ig, qualquer que seja f € RR. 


Contra-exemplos 9: 

1º) A subtração em Z admite 0 como elemento neutro à direita pois x — 0 =x 
para todo x E Z, mas não admite neutro à esquerda, pois não existe e (fixo) tal 
que e -x=xparatodox E Z. 

2º) A divisão em R* admite 1 como elemento neutro à direita, pois x : 1 = x 
para todo x € R*, mas não admite neutro à esquerda, pois não existe e (fixo) tal 
que e :x = x para todo x E R*. 

3º) Todos os elementos de R são elementos neutros à esquerda da operação de- 
finida por x* y = y sobre esse conjunto. De fato, se e E R, então e* y = y, qualquer 
que seja y € R. Mas nenhum número real é elemento neutro à direita para essa ope- 
ração. De fato, se e E R e a é um número real diferente de e, então ate = e. 
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Proposição 10: Se a operação * sobre E tem um elemento neutro e, então 
ele é único. 

Demonstração: Suponhamos que e e e” sejam elementos neutros da operação *, 

Como e é elemento neutro e e'€ E, então exe' = e”, Por raciocínio análogo, 
chega-se à conclusão de que ete' = e, 

De onde, e'= e. # 


111. Examine novamente as operações do exercício 105 e determine quais têm 
elemento neutro. 


112. Examine novamente as operacóes do exercício 106 e determine quais tém 
elemento neutro, 


113. Determine todos os elementos neutros à esquerda para a operação de multi- 


a aber, 


plicação em E =((3 o 


114. Estabeleça as condições sobre m, n E Z de modo que a operação * sobre Z 
dada pela lei x* y = mx + ny: 
a) seja associativa; 
b) seja comutativa; 
c} admita elemento neutro. 


115. Examine novamente a operação definida no exercício 107 e estabeleça as 
condições sobre a, b, c de modo que a operação tenha elemento neutro. 


15.4 Elementos simetrizáveis 

Definição 41: Seja * uma operação sobre E que tem elemento neutro e. Dize- 
mos que x € E é um elemento simetrizável para essa operação se existir x € E tal que 

X*x=e=x*x 

O elemento x’ é chamado simétrico de x para a operação *. 

Quando a operação é uma adição, o simétrico de x também é chamado oposto 
de x e indicado por —x, 

Quando a operação é uma multiplicação, o simétrico de x também é chamado 
inverso de x e indicado por x !. 
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Exemplos 29 e contra-exemplos 10: 
1º) 3 é um elemento simetrizável para a adição em Z, e seu simétrico (ou 
oposto) é —3, pois: 
(3) +3=0=3 + (-3) 
2º) 3 é um elemento simetrizável para a multiplicação em Q, e seu simétrico 
(ou inverso) é 1 , pois: 
3 l.3=1=3.1 
3 3 
O não é simetrizável para a mesma operação, pois não há elemento x' € Q 
tal que: 
x:0=1=0-x 
3º) Existem apenas dois elementos simetrizáveis para a multiplicação em Z: o 
1 eo —1, que são iguais aos seus respectivos inversos, 
Já o 3 não é simetrizável para a multiplicação em Z, uma vez que não existe 
x EZtalquex-3=1=3.x, 


4º) G a ) é simetrizável para a adição em M, (R), e seu simétrico é ( z SE ), 


AA e] 


5) k 3 não é simetrizável para a multiplicação em M, (R), pois, supondo 


pois: 


A a b hi 
que sua inversa pudesse ser | , teríamos: 


d a+3b=1 
(a HE el al zat eli )- 2a+6b=0 
c d| \3 6) lo 1 c+3d 2c+ 3d) lo 1 c+3d=0 
e esse sistema não tem solução. 2c + 6d=1 


6º) IS 2) é simetrizável para a multiplicação em M,(R), e seu inverso é 


5 poi 
Cl dele dl DE) 


73) A função de R em R dada pela lei f(x) = 3x — 1 é bijetora e, consequente- 


mente, é inversível. Sua inversa é $7!(x) = a 1 temos: 


flof= ig = Of” (lembre-se de que ip é O neutro) 


Portanto, f é um elemento de R", simetrizável para a composição de funções. 
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Já qualquer função de R em R que não seja bijetora não é inversível e, portan- 
to, não é elemento de RF simetrizável para a mesma operação. 


Proposição 11: Seja * uma operação sobre E que é associativa e tem elemen- 
to neutro e. 

a) Se um elemento x € E é simetrizável, então o simétrico de x é único. 

b) Se x E E é simetrizável, então seu simétrico x também é e (x) =x. 

c) Se x, y E E são simetrizáveis, então x* y é simetrizável e Orey) =y ex. 

Demonstração: 

a) Suponhamos que x' e x” sejam simétricos de x. Temos: 

x =erx= (ex) EX =x (x) =x "ke =x" 
b) Sendo x” o simétrico de x, temos: 
xtx=e=x*x 

e, pela definição 41, x é o simétrico de x’, ou seja, x = (x. 

c) Para provarmos que y'* x’ é o simétrico de x* y, devemos mostrar que: 

(1) yx) + 0% y) = e 

(2) x*y)* (y'*x) =e 

De fato, temos: 

(Mx) por y) = y x)%x1% y = Ly (Ey = Ge) Ey = y *y = e 

(2) Analogamente. 4 

Por indução, pode-se generalizar a propriedade c): se a}, A2, ..., dp 530 ele- 
mentos de E, então (a,*a,*...*a,) =0,*a”, - ¡%...a94a7. 

Notacáo: conjunto dos simetrizáveis 


Se * é uma operação sobre E com elemento neutro e, indica-se por U.(E) o 
conjunto dos elementos simetrizáveis de E para a operação *. 
U(E) =beE|IxEExtx=e=xtx) 
Exemplos 30: 


UN) = (0) 
U2) =Z 
Um) =(1,-1) 
U. (R) = R* 


U, (M, (R)) = M, (R) 
U, (M, (R)) = {X E M,(R) | det X + 0) 
UR) = {f E R? | f é bijetora} 


Podemos notar que U.(E) + Ø, pois necessariamente e E U,(E), uma vez que 
eke-e. 
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116. Examine novamente as operações do exercício 105 que têm elemento neutro 
para determinar os elementos simetrizáveis. 


117. Examine novamente as operações do exercício 106 que têm elemento neu- 
tro para determinar os elementos simetrizáveis. 


118. Sendo * a operação sobre Z? dada por (a, b,c)* (d, e, f) = (ad, be, cf), determi- 
ne seu elemento neutro e o conjunto dos elementos simetrizáveis de 7° para *. 


119. Sejam E e F dois conjuntos em que estão definidas as operações * e A, 
respectivamente, as quais sáo associativas e tém neutros. Sobre o conjunto 
E x F, consideremos uma operação © assim definida: 
(a b)o (c, d} = (a*c,bAd) 
a) Mostre que O é associativa e possui elemento neutro. 
b) Determine os elementos inversíveis de E x F para essa operação. 


15.5 Elementos regulares 


Definição 42: Seja * uma operação sobre E. Dizemos que um elemento a € E 
é regular (ou simplificável ou que cumpre a lei do cancelamento) à esquerda em re- 
lação à operação * se, para quaisquer x,y E E tais que at x = a*y, vale x = y. 

Dizemos que um elemento a € E é regular (ou simplificável) à direita relativa- 
mente à operação * se, para quaisquer x,y E E tais que x* a = y*a, vale x = y. 

Se a € E é um elemento regular à esquerda e à direita para a operação *, 
dizemos simplesmente que a é regular para essa operação. 


Exemplos 31 e contra-exemplos 11: 
1º) 3 é regular para a adição em N, pois: 
3+x=3+y>x=y 
quaisquer que sejam x,y E N. 
2º) 3 é regular para a multiplicação em Z, pois: 
3.x=3.y=>x=y 
quaisquer que sejam x, y E Z. 
3º) 0 não é regular para a multiplicação em Z, pois: 
0-2=0-3e2%3 


4º) G 2) é regular para a adição em M, (R), pois: 


C> nm -æD 


A AA HE E E enta Ro o e) 
se (y ale da ao aptas 44d) arc Atd 
e, dal, (a = o, b = c = c'e d = d'). De onde (* (2 r) 

ed: Eua 
5º) le o) não é regular para a multiplicação em M,(R), pois: 


o 2) 1 2)-( o) e o Deli 2). 8 3) 

(i ils a)=la 6) =li G. ajek E E 

Proposição 12: Se a operação * sobre £ é associativa, tem elemento neutro e 
e um elemento a € E é simetrizável, então a é regular. 


Demonstração: Sejam x e y elementos quaisquer de £ tais que a*x = a*y e 
x*a=y*a. 

Da primeira dessas hipóteses, segue que a'* (a* x) = a'* {a * y). Daí, conside- 
rando-se a associatividade, (a' * a)* x = (a'* a) * y, ou seja, ex x = ex y, De onde, 
x=Y. 

Analogamente se prova que, se x* a = y* a, então x = y. Portanto, a é regular. 4 

Notação: conjunto dos regulares 

Sendo * uma operação sobre E, indica-se com R, (E) o conjunto dos elementos 
regulares de E para a operação *. 


Exemplos 32: 
RN) =N 
RAZ) = 2% 


RAMAR)) = Mo(R) 

Podemos notar que, se * tem elemento neutro e, então e E R, (E) e, portanto, 
RAE) + Ø. 

Podemos notar também que, se * é associativa e tem elemento neutro e, en- 
tão U,(E) C R,(E), conforme mostrou a proposição 12. 


120. Determine o conjunto dos elementos regulares para cada operação definida 
no exercício 105. 


121, Determine os elementos regulares de Z x Z para cada operação definida no 
exercício 106. 


122. Mostre que nenhum elemento de R é regular para a operação * assim definida: 


xty=0 + y —- xy 
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123. Determine os elementos regulares de R relativamente à operação * assim 
definida:x*y = 5x + 3y — 7xy. 


124. Mostre que se * é uma operação associativa sobre E, então R(E) = Ø ou 
R.(E) é subconjunto de E fechado para a operação *. 


15.6 Propriedade distributiva 
Definição 43: Sejam * e A duas operações sobre E. Dizemos que A é distri- 
butiva à esquerda relativamente a * se: 
xA Gan =(xAy*A z) 
quaisquer que sejam x, y, z E E. 
Dizemos que A é distributiva à direita relativamente a * se: 
W*)Ax=(yANM HA 
quaisquer que sejam x, y, z E E. 
Quando A é distributiva à esquerda e à direita de *, dizemos simplesmente 
que A é distributiva relativamente a *. 
Exemplos 33: 
1º) A multiplicação em Z é distributiva em relação à adição em Z, pois: 
x (y +z) = (x-y) + (x-z) 
quaisquer que sejam x, y, z € Z. 
2º) A multiplicação em M,(R) é distributiva em relação à adição em M,(R), 


pois: X- (Y+Z)=(X-Y)+(X-2) 


(Y +Z): X=(Y-X)+(Z-X) 
quaisquer que sejam X, Y, Z € M, (R). 
3º) Em N*, a potenciação é distributiva à direita em relação à multiplicação, 


pois; 
bay =x. y? 


quaisquer que sejam x, y, z € N*. 
Entretanto, a potenciação em N* não é distributiva à esquerda em relação à 
multipticação, pois, por exemplo: 
2442.24 


16. PARTE FECHADA PARA UMA OPERAÇÃO 


Definição 44: Sejam * uma operação sobre £ e A um subconjunto não vazio 
de E, Dizemos que A é uma parte fechada de E para a operação * se, e somente 
Se, para quaisquer x, y € A verificar-se x* y E A. 
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Exemplos 34: 
1°) O conjunto N é uma parte fechada para a adição e a multiplicação em Z, 


pos N#ØNCZ 


e 
xENeyEN=sx+y EN 
xENeyENsxyEN 

quaisquer que sejam x,y E N. 

2º) O conjunto Q é uma parte fechada para a adição e a multiplicação em R, 


pois: 
Q+—DLOQOCR 


E 
xEQeyEQ=sx+yEQ 
xEQeyEQ>x-yEO 
quaisquer que sejam x,y € Q. 
3) O conjunto R, é uma parte fechada de R para a operação de multiplica- 
ção em RR, pois: 
R,*QR,CRe(xER,eyER,)=>x»yER, 
quaisquer que sejam x, y E R4. 
4º) O conjunto D,(R) das matrizes diagonais do tipo 2 x 2 é uma parte fecha- 
da de M,(R) para a adição e a multiplicação em M, (R), pois: 


lo ado A cum 


lo alo Jal av) som 
quaisquer que sejam a, a”, b,b'E R. 
5%) O conjunto A das funções bijetoras de R em R é um subconjunto fecha- 
do para a composição de funções em RE, pois: 
fcAegeA=fogea 
quaisquer que sejam f, g E A, 
Contra-exemplos 12: 
1$)0 conjunto Z. é uma parte fechada para a adição em R, mas não é parte 
fechada para a multiplicação, pois, por exemplo: 
“2€2Z,-3€Z eip E 
2º) O conjunto R — Q (dos números irracionais) não é parte fechada para a 
adição em R e para a multiplicação em R, pois, por exemplo: 
2er-o-2er-Qely2)+(-2)eR-Q 
eh2l-2)er-o 
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3*) O conjunto GL, (IR) das matrizes inversíveis não é fechado para a adição 
em M,(R), pois, por exemplo: 


K >) € SL), |; E e GhR efa °) + lg e E GLIR) 


0 01 0 


125. Em Z x Z estão definidas duas operações * e A da seguinte forma: 
(a, b)*(c,d)=(a +c,b +d) 
(a, b) A (c, d) = (ac, ad + bc) 
Verifique se A é distributiva em relação a *, 


126. Determine m € R de modo que a operação A seja distributiva em relação 
à operação *, sendo A e * definidas em R por: 
xAy=my 
xty=x+y+xy 


127. Decida: quais dos conjuntos abaixo são partes fechadas de Z para a operação 
de adição usual? 
a) Z. 
b) P=(x€ Z | xé par) 
c) t=(x€ Z | xé impar) 
d) J={x E Z | xé primo) 
e) K= {x E Z | mdc(x, 10) = 1} 
f L=(xEZ|x=3q+1€Z) 


128. Repita o exercício anterior substituindo a adição pela multiplicação usual. 


a 0 
129. = 
29. Mostre que A Ile b 


) labeR } é parte fechada de M, (R) para a opera- 
ção de adição. 


cosa sena 


) Jae nje subconjunto de M, (R) fechado 
sena cosa 


130, Mostre que A -[( 


para a multiplicação. 


131. Mostre que A = {z € (| z = cos 0 ++ sen 0} é subconjunto de € fechado 
para a multiplicação. 
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17. TÁBUA DE UMA OPERAÇÃO 


Como se constrói 

Seja E = (a, a... an}, com n > 1, um conjunto com n elementos. Toda opera- 
ção sobre E é uma aplicação f: E x E — E que associa a cada par (a, aj) o elemen- 
to a,* a; = O; 

Podemos representar o elemento a;;, correspondente ao par (a; a), numa tabe- 
la de dupla entrada construída como segue. 

12) Marcamos na linha fundamental e na coluna fundamental os elementos 
do conjunto £. Chamamos de i-ésima linha aquela que começa com a; e de j-ésima 
coluna a que é encabeçada por ay. 


a Fa [= 16] — linha fundamental 
PT] 


L coluna fundamental 


2º) Dado um elemento a, na coluna fundamental e um elemento a; na linha 
fundamental, na interseção da i-ésima linha com a jésima coluna, marcamos o 
composto aj. 


mr j- ésima coluna 


composto a, 


i-ésima linha — 


C a €) 


Exemplos 35; 
1º) Tábua da multiplicação em £ = (—1, 0, 1). 


-1)0/1 

[1/0 /-1 

ojojojo 

1-10 |1 
2*) Tábuas das operações de reunião e de interseção sobre E = (A, B, C, D}, em 

que A, B, C, D são conjuntos tais que AC BC CC D, 

[aTslclo nlaTe]c]o 
A|B|CID AJAJA|A|A 
k: slelclD slalelels 
Ce cio CA|B|C|C 
D|ID|D|D D|IA|BI|C|D 


3º) Tábua operação * sobre E = (1, 3, 5, 15) tal que xty = mdc(x, y). 


wj PILS TIS 


11f1[p1]1 


3/1/3/1/3 


5|1/1/5]5 
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4º) Tábua da operação de composição sobre E = (f,, fz, fal, em que fy, fa, fá 
são funções assim descritas: 

f, = {(a, a), (b, b), (c, c)) 

fo = lla, b), (b, €), (c, ad) 

fa = lla, c), (b, a), (c, b)} 


ofi ff 
fif fi | fo | f3 
flfolfslh 
fa | f3 |f ih 
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132. Em cada caso a seguir está definida uma operação * sobre E. Faça a tábua 
da operação. 
a) E=(1,2, 3,6} e x* y = mdc(x, y) 
b) E = {1, 3, 9,27) e x* y = mmc(x, y) 
q E=[1 v2, 3} e x*y = min(x, y) 
d) E =[» 2 m2) e x* y = max(x y) 


e) E=(1,1,-1,—1)ex*y=x>-y 


133. Em cada caso a seguir está definida uma operação * sobre E = (2, {a}, {b}, 
la, b)). Construa a tábua da operação. 
a x*y=xUy 
b)x*y=xNMy 
o) x*y = (x Uy) = (xN y 


134. Construa as tábuas das operações * e A sobre E = {0,1, 2, 3} assim definidas: 
a) x*y = resto da divisão em Z de x + y por 4 
b) xAy = resto da divisão em Z de x - y por 4 


135. Construa as tábuas das operações ® e O sobre E = (0,1, 2, 3, 4) assim definidas: 


a) x 8 y = resto da divisão em Z de x + y por 5 
b) x © y = resto da divisão em Z de x » y por 5 


136. Construa a tábua da operação de reunião sobre a família de conjuntos Y = 
ÍA, B, C, D, E) sabendo que A UB =A, CUD=8DUE=DeEUC=C. 


137. Descreva pelas tábuas todas as operações sobre o conjunto E = (a, b}. 


138. A partir da tábua ao lado, da operação A sobre E = (1, 2, 3, 4), calcule os se- 
guintes compostos: 


a BAHA atil2|3¡4 
DIAA? ajajajaja 
JUA BAMA4 2ļlıl2lļl3la 
d 4A ABAAA 

asj1/3/4|2 
JIMABAZAS 

4 1 4/1213 
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139. Complete a tábua da operação o (composição) definida sobre o conjunto de 
funções reais E = {f}, f} f3, f4}, em que: 


HO = 5 ol ALA | ss 
IN) = —x f, 
fix) == h 
falo) =x 
4 fa 
Depois responda: 
a) Qual é o elemento neutro? fa 


b) Que elementos têm simétrico? 
4 z e] sé 2 el 3, 
c) Quais são os valores dos compostos f4, fz ,f3 € f;0fy Cj? 


140. Construa a tábua da operação de composição sobre o conjunto de funções 
E = {f}, fp fz, f4), sabendo que essas funções são de R? em R?, dadas por: 
Albey)= 069) fly) =(% =y) 

FAY) = (xy) falx, y) =(=x, y) 


141. Seja E = (0, 1). Seja Ef o conjunto das aplicações de E em E. Construa a tábua 
da operação de composição em Ef, 


142. Construa a tábua da operação de composição de funções em E = {f}, fy fy fa), 
em que: 


=f (by cha =(2 8 5 d) 
habito cada) =(g 2 < 4) 
fi= lia oba) (carta b) =(2 p Cd) 
fu= (ta, d), (b, a), coa =(3 o b s) 
Em seguida, calcule: 

a) fofo d) (for) 

DRA 97 

9 (bot? nor" 
abc d 


Eca ) por exemplo, indica que a imagem de 


aécdebéddecéaededéb. 


Observação: A notação ( 
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143. Construa a tábua da operação de composição de funções em E = Li fofa 
fa fs» fel, em que: 


n23 Ay 123 
nl 2 5) sl, 1 5) tl, 1 3) 

AV 23 23 MN Za 
srl] 3 > tal] 3 da ssl 2 i) 


Sugestão: Observe no exercicio 142 o significado dessa notação matricial. 


Como checar propriedades 

Vejamos agora como se pode checar uma a uma as propriedades de uma 
operação * sobre E = {a}, az, ... , ap} quando * é dada por meio de uma tábua. 

a) Propriedade associativa 

É aquela cuja verificação exige maior trabalho. A verificação pode ser feita de 
dois modos: 

1º modo: Calculam-se todos os compostos do tipo a;* (a;* ax), com j, j, k E 
£1, 2, ..., n}; calculam-se todos os compostos do tipo (a;* a) * ay, com ij k E (1,2, 
+. NE comparam-se os compostos que têm os mesmos i, j e k. Como podemos 
notar, esse método requer o cálculo de 2nº compostos. 

2º modo: Encontra-se um conjunto F dotado de uma operação A que se sabe 
ser associativa de tal forma que exista uma aplicação f: E — F com as seguintes 
propriedades: 

a) f é bijetora; 

b) f(x* y) = £00 A f(y) para todos x, y E E. 

Se isso ocorrer, a lei * também é associativa, pois, para quaisquer x, y, Z € E, 
temos: 

Fe y)*z) = fixy) A f(z) = (800 AF) A fl) = 
= fx) A (Fy) AFD) = F) A fly * z) = Flo (yr) 
e, como f é bijetora, vem: (ek y)*z = x* (y* z) 

Você, estudante, poderá ter uma compreensão maior desse assunto quando 
estudar os isomorfismos (ver capítulo IV, seção IV.2). 

b) Propriedade comutativa 

Sabemos que uma operação * é comutativa se a;* a; = a¡* a, Ou seja, ay; = Oj; 
para quaisquer ,j € [1,2,3,...,n). 

Chamando de diagonal principal da tábua da operação * o conjunto formado 
pelos compostos yy, 473,433, + + Ann: Podemos notar que os compostos q; € a; OCU- 
pam posições simétricas relativamente à diagonal principal. Assim, uma operação * é 
comutativa desde que sua tábua seja simétrica em relação à diagonal principal, isto 
é, compostos colocados simetricamente em relação à diagonal são iguais dois a dois. 
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a| 02| | Gu) G| Gn 
4 811 
Dj [Ga a 
iguais 
a 


12 


diagonal principal 
Observe os quatro exemplos da página 125. Neles, as operações são comuta- 
tivas. 
Observe agora a tabela abaixo. É um exemplo de operação não comutativa. 
Note, por exemplo, que b*c =a ec*b = b. 


c) Elemento neutro 

Sabemos que um elemento e é neutro para a operação * quando: 

() exa;=a, Ya; € E 

(ll) a*e=a, e Va E E 

Da condição (I) decorre que a linha de e é igual à linha fundamental. Da con- 
dição (Il) decorre que a coluna de e é igual à coluna fundamental. 


: 


linhas iguais 


| 


Ł 


colunas iguais 


Assim, uma operação * tem neutro desde que exista um elemento cuja linha e 
coluna são respectivamente iguais à linha e coluna fundamentais. 
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Observe novamente os exemplos da página 125. Todos apresentam elemento 
neutro. Confira os neutros: 

12) 1; 2°) A e D, respectivamente; 3º) 15; 4º) f,. 

Um exemplo de operação sem neutro é dado pela tábua abaixo. Notemos que 
a é neutro só à esquerda (a linha de a é igual à fundamental). 


d) Elementos simetrizáveis 
Sabemos que um elemento a; E E é simetrizável para a operação * que tem 
neutro e quando existe um a; € E tal que: 


() axa=e 


(ID) a*a =e 

Da condição (l) decorre que a linha de a, na tábua deve apresentar ao menos 
um composto igual a e. 

Da condição (Il) decorre que a coluna de a, deve apresentar ao menos um 
composto igual a e. 

Como a; = aj, = e, decorre que o neutro deve figurar em posições simétricas 
relativamente à diagonal principal. 


ala. al. 
a el 
a 

— 
a 

[= posições simétricas 
em relação à diagonal 

q; e 
an 


E e O) 


Assim, um elemento q; é simetrizável quando o neutro figura ao menos uma 
vez na linha ¡e na coluna į da tábua, ocupando posições simétricas em relação à 
diagonal principal. 


Exemplos 36: 

1º) Neutro; e ela E 

Elementos simetrizáveis: e, a, b, € 
ejeja c 
alalb|cle 
b|lbjclela 
[aaa a 
ciclela 

2º) Neutro: e albleldale 

Elementos simetrizáveis: e, c, b 
ajajajajaja 
blald[éicjob 

atejb|d|c 

dlald|ld|d|d 
elalble|die 


e) Elementos regulares 

Sabemos que um elemento a € £ é regular em relação à operação * quan- 
do: 

(D axa + a * a, sempre que a, + a; 


(1D) a, * a + a, * a, sempre que a, + ay. 

Isso significa que a é regular quando, composto com elementos distintos de E, 
tanto à esquerda deles como à direita, produz resultados distintos. 

Assim, um elemento a é regular quando na linha e na coluna de a não há ele- 
mentos iguais. 


Exemplos 37: 
Os elementos regulares são e, a, d. elalblcld 
Note qu linh de b F 
a e que na lin! ate coluna de b ocorrem repeti: E Pela lo d 
ções. Nas de c, também. 
alalb dle 
blblclbicia 
É, dic b 
d|ldl|ela c 


CH 131 -e 


144. 


145. 


146. 


147. 


A partir das tábuas construídas no exercício 132, responda: 
a) Que operações são comutativas? 

b) Que operações apresentam elemento neutro? 

c) Quais são os elementos simetrizáveis? 

d) Quais são os elementos regulares? 


A tábua abaixo descreve a operação não associativa À sobre o conjunto E = la, 
b, c, d}. Calcule de cinco formas diferentes o composto a A b A c A d, ou seja: 
a) (a Ab) Acd) 


Aja cld 
b) la A (bA) Ad 
q lasbAcdAd ajb|b|cl|d 
dasbAdAd] b dida 
e aA(bA(cAdl claldlalb 
dla|lb|bl|c 


Construa a tábua da operação de interseção sobre a família de conjuntos 
F = (A, B, C, D}, sabendo que: 
ANB=BBNC=CecnD=D 
Em seguida, estabeleça: 
a) qual é o elemento neutro; 
b) que elementos são simetrizáveis; 
c) que elementos são regulares, 


A partir de cada tábua abaixo, decida: 


i) A operação é comutativa? iii) Que elementos são simetrizáveis? 
ii) Existe elemento neutro? iv) Que elementos são regulares? 
a) alb|c|d o alb|cld|elf|glh 
alcidjalb alalb|lcldlelflg|h 
bld|cibla bjblcld|alfig|h|e 
clajb|c|d clcldjalblglhlelf 
dlblald|c dldlalb|clhlelflg 
e E] eleiflg|lhlalb|cld 
flflg|hleib|cidla 
alcia|d|b 
glg|hjelf|cldlalb 
mia o efa h[ble[Flo/afafofc 
clblcid|a 
dld|dja|c 


Sm 


148. Complete a tábua da operação * sobre o conjunto £ = (a, b, c, d}, sabendo que: 


{P} b é o elemento neutro 
(tl) o simétrico de a é a 
(1) o simétrico de c é d 
(V) a*c=d b 
(V) todos os elementos de E 

são regulares 


* a b c d 


149. Construa a tábua de uma operação * sobre E = fe, a, b, c} de modo a satisfa- 
zer ás seguintes condicóes: 
(|) * seja comutativa 
(11) e seja o elemento neutro 
(lll) x*a = a, Vx 
(IV) RAE) = E La) 


150. Construa a tábua de uma operação * sobre o conjunto E = (a, b, c d} de mo- 
do que satisfaça às condições seguintes: 

(|) seja comutativa 

(1) a seja o elemento neutro 

a) U, (E) = E 

UV) RUE) = E 

(V) b*c=a 


151. Complete a tábua da operação + sobre o conjunto E = (a, b, c, d, e), sabendo 


que: 
(l) exx=x=x*e, Vx Epa b e | d E 
(ID) a*x = a = x*a, Vx a 
(MD) x*x = e, Yx + a b 
(IV) b*d =c — 
(V) b, c, d sáo regulares c 

d 

apo 


152. Seja * a operação sobre E = (1, 2, 3, 4, 6, 12) dada pela lei x* y = mme(x, y). 
Determine os subconjuntos de £ que tém trés elementos e sáo fechados em 
relacáo a essa operacáo. 
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153. Seja E = P (a, b, c}. Qual é a condição sobre X e Y, sendo XE Ee Y E E, para 
que (X, Y} seja fechado em relação à operação de interseção sobre £? 


154. Dê um exemplo de operação não associativa nem comutativa, mas que tem 
elemento neutro, 


155. Dê um exemplo de operação sobre E (finito) em que todo elemento de E é 
regular, existe elemento neutro e só ele é simetrizável, 


156. Dê um exemplo de operação em que o composto de dois elementos sime- 
trizáveis não é simetrizável, 


157. Dê um exemplo de operação sobre E (finito) em que existe elemento neutro 
e todos os elementos de E, com exceção do neutro, têm dois simétricos. 


Exercícios complementares 


C18. a) Prove que o número de operações, duas a duas distintas, sobre um conjun- 
to finito e não vazio com n elementos é nin. 


b) Prove que o número de operações comutativas, duas a duas distintas, sobre um 
n+n 


conjunto finito e não vazio com n elementos é ( ) expoente de n. 

€19. Seja E um conjunto munido de uma operação * que apresenta um elemento 
neutro e. Prove que * é associativa e comutativa se, e somente se, a * {b *c)= 
= (a * c) * b, quaiquer que sejam a, b, c E E. 


C20. Uma operação * sobre um conjunto E é dita totalmente não associativa se 
(ar b)kc + ar(bxc) 
quaisquer que sejam a, b, c € E. 
a) Mostre que tal operação não é comutativa. 
b) Mostre que a operação de potenciação (xt y = x”) sobre E = (3,4, ...) é 
totalmente não associativa. 


C21. Seja * uma operação sobre E que é associativa e tem neutro. Sendo A um 
subconjunto não vazio de E, indiquemos com C(A) o conjunto dos elemen- 
tos x E E tais que a*x = xa para todo a E A. 
Prove que: 
a) C(A) é fechado para a operação *. 
b) Se 8 C A, então C(B) D C(A). 
© CICICIA)) = CIA) 
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18. OPERAÇÕES EM Z,, 


Vamos definir aqui as operações de adição e multiplicação num conjunto Zm 
{m > 1) de classes de restos. Em seguida mostraremos algumas propriedades des- 
sas operações. 
Definição 45: Dadas duas classes a, b € Z,, chama-se soma a + b a classe 
a+b. 
Definição 46: Dadas duas classes a, b E Z „, chama-se produto a - b a classe 
“ab. 
Obs: ão 
Se a=d'E Zeb=b'€ Z p entáo a = a' (mod m) e b = b'(mod m); portan- 
to, a + b = a' + b'(mod m) e a» b = a'» b' (mod m) e, conseqüentemente, a F b = 
= a+b e a+b =a b.Isso mostra que a soma e o produto de classes, conforme 
as definições 45 e 46, não dependem dos representantes das classes. Dessa forma 
fica garantido que a + b é única e a + b também é única, ou seja, as aplicações 
(a,b) H a + be (a, b) a-b são operações sobre Z m denominadas adição e 
multiplicação, respectivamente. 


Propriedades da adição 


1) Associativa 
Para quaisquer à, b, € € Z temos: 


a+b+c)=a+brc=arb+ro= £ 
=(a+b)+c=a+b+c=(a+b)+c g 
2) Comutativa És 
Para quaisquer a, b € Z „ temos: $ Lo 
a+b=arb=bra=b+a FIA 
3) Elemento neutro 3 N 


Para qualquer q E Z m temos: s 
a+0=a+0=a 


Portanto, O é o neutro da adição em Z m- 
4) Elementos simetrizáveis 
Dado a € Z m procuremos seu simétrico a”, 
Devemos ter a + a'=a+a'= De, portanto, a + a' = 0 (mod m) ou a’ = ~a 
(mod m). De onde, a'= m~a. 
Isso mostra que todo elemento à E Zm é simetrizável para a adição e seu 
simétrico é m~a. 


E 135 €) 


Propriedades da multiplicação 
Analogamente, pode-se provar a associativa e a comutativa, 
Para qualquer a € 7 ,, temos: 


a-l=a 


a-1 
Portanto, 7 é o neutro da multiplicação em Zm- 
Provaremos que d E Z,, é simetrizáve! para a multiplicação se, e somente se, 
mde(a, m) = 1. 
(=) Seja a E Zm um elemento inversível. Existe, então, a E Z, tal quea-a'= 
=a -g =]. Daí aa'= 1 (mod m) ou aa’ — 1 = ma, para algum q € Z.A proposição 2, 
do capítulo Il, garante então que mdcía, m) = 1. 


(<) Se mdc(a, m) = 1, então, devido à mencionada proposição, existem Xy, Yo E Z 
tais que ax, + myo = 1. Dessa igualdade segue que ax, — 1 = m(—yo) e, portanto, 
que ax = 1 (mod m). De onde, ax, = 1 ou a - xy = 1, igualdade que mostra que a 
é inversível e xy é seu inverso. 
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CAPÍTULO IV 


GRUPOS 


IV-1 GRUPOS E SUBGRUPOS 


1. NOTA HISTÓRICA 


Entre 1500 e 1515, o matemático italiano Scipione del Ferro (1456-1526) desco- 
briu um procedimento para resolver a equação cúbica x? + px = q (p, q > 0) (em 
notação atual). Esse procedimento se traduz, modernamente, na seguinte fórmula: 


llas 1] 


Del Ferro mostrou, com isso, que é possível expressar as raízes da cúbica consi- 
derada em termos de seus coeficientes, usando apenas adições, subtrações, multi- 
plicações, divisões e radiciações. Ou, como se diz modernamente, que a equação dada 
é resolúvel por radicais. 

Como já se sabia há muitos séculos que as equações de grau um e dois também são 
resolúveis por radicais (no caso destas últimas, lembrar a chamada fórmula de Bhaskara), 
a solução de del Ferro colocou o seguinte desafio para os algebristas: será que toda equa- 
ção algébrica é resolúvel por radicais? As pesquisas visando responder a essa questão se 
arrastaram por mais de dois séculos e meio, frustraram alguns dos grandes matemáticos 
desse período e contribuíram decisivamente para a criação do conceito de “grupo”. 


CS 137 6) 


Na verdade a questão da resolubilidade das equações algébricas só começou a 
ser esclarecida genericamente na segunda metade do século XVIII. Na obra Réflexions 
sur la résolution algébrique des équations (Reflexões sobre a resolução algébrica de 
equações) (1770-1771),0 Ítalo-francês Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), possivel- 
mente o primeiro matemático a perceber com lucidez maior o caminho a ser segui- 
do para abordar o problema, observou que a “teoria das permutações” era de grande 
importância para a resolução de equações. Lagrange referia-se a permutações envol- 
vendo as raízes da equação. 

Em 1824,0 matemático norueguês Niels Henrik Abel (1802-1829) provaria aqui- 
lo de que Lagrange suspeitara fortemente: que não há nenhuma fórmula geral por 
radicais para resolver as equações de grau > 5. 

Ainda assim uma questão permanecia em pé: já que as equações de grau > 5 
não são, de modo geral, resolúveis por radicais, mas alguns tipos o são, como já se 
sabia bem antes de Abel, o que caracteriza matematicamente estas últimas? A res- 
posta a essa pergunta seria dada pelo matemático francês Evariste Galois (1811- 
1832), em cuja obra aparece delineado pela primeira vez o conceito de grupo, in- 
clusive com esse nome. Resumidamente, a idéia de Galois para responder a essa 
pergunta foi associar a cada equação um grupo formado por permutações de suas 
raízes e condicionar a resolubilidade por radicais a uma propriedade desse grupo. 
E, como para toda equação de grau = 4 o grupo de permutações que lhe é associa- 
do goza dessa propriedade e para n > 4 sempre há equações cujo grupo não se 
sujeita a essa propriedade, a questão da resolubilidade por radicais estava por fim 
esclarecida. 

Com o tempo, verificou-se que a idéia de grupo era um instrumento da mais 
alta importância para a organização e o estudo de muitas partes da matemática. 
Em nível mais elementar, um exemplo é a teoria das simetrias, muito importante 
para a cristalografia e a química, por exemplo. Essencialmente, os grupos podem 
ser usados para retratar simetrias geométricas: a cada figura associa-se um grupo, 
grupo esse que caracteriza e retrata a simetria da figura. Em 2,4 (xiii-a e xiii-b) dis- 
correremos um pouco sobre isso. 


2. GRUPOS E SUBGRUPOS 


2.1 Conceito de grupo 


Definição 1: Um sistema matemático constituído de um conjunto não vazio G 
e uma operação (x, y) > x* y sobre G é chamado grupo se essa operação se su- 
jeita aos seguintes axiomas: 

associatividade 

(ax b)*c = a * (b * c), quaisquer que sejam a, b, c E G; 
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existência de elemento neutro 

existe um elemento e € G tal que ate = e*a = a, qualquer que seja a € G; 

existência de simétricos 

para todo a € G existe um elemento a' € G tal que a *g' = a*a = e. 

Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da 

comutatividade 

a*b = b * a, quaisquer que sejam a, b E G, 
o grupo recebe o nome de grupo comutativo ou abeliano. 

Mantidas as notações da definição, um grupo poderá ser indicado apenas por 
(G, *), em que, para facilitar, o símbolo * indica a operação sobre G. E, quando não 
houver possibilidade de confusão, até esse símbolo poderá ser omitido. Assim, será 
comum usarmos expressões como, por exemplo, “Seja G um grupo“ou “Consideremos 
um grupo G’, o que naturalmente pressupõe a operação subentendida. Outra ma- 
neira ainda de nos referirmos a um grupo (G, *) é dizer que “G tem uma estrutura 
de grupo em relação à operação *”. 


2.2 Propriedades imediatas de um grupo 

Seja (G, *) um grupo. As propriedades já demonstradas para uma operação so- 
bre um conjunto (capítulo III) nos asseguram: 

* a unicidade do elemento neutro de (G, +); 

» a unicidade do simétrico de cada elemento de G; 

* que, se e é o elemento neutro, então e' = e; 

+ que (a')' = a, qualquer que seja a E G; 

+ que (a*b)' = b'*a' e, portanto (raciocinando por indução), que 
(ata*...ta)'= ata, -y*.*a/(n> 1); 

* que todo elemento de G é regular para a operacáo *. Ou seja: 
se a*x = a* y (ou x*a = y * a), então x = y. 

Além disso, pode-se demonstrar também que 

* no grupo G, a equação a*x = b (x*a = b) tem conjunto solução unitário, 
constituído do elemento a'* b (respectivamente, b * a”). 

Consideremos a *x = b. Substituindo-se x por a'*b no primeiro membro da 
equação, obtém-se 

ar(a*b)=(ara)zb=exb=b 
O que garante que efetivamente a’* b é solução da equação. Por outro lado, se Xo 
é uma solução, então a * x, = b. Daí: 
a*(arx)=a*b 


Como a'* (a xo) = (a*a) * xo = xy então x = a'* b. 
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Nesta altura, cabem algumas observações no que diz respeito à linguagem a 
ser empregada daqui para a frente: 

ti} Um grupo cuja operação é uma “adição” será chamado de grupo aditivo, ao 
passo que, se a operação é uma “multiplicação” de grupo multiplicativo. No caso de 
grupo aditivo, o simétrico de um elemento a é chamado oposto de a e indicado por 
—a; e, no caso de um grupo multiplicativo, inverso de a e denotado por a r 

(ii) Na maior parte da teoria sobre grupos a ser desenvolvida aqui usaremos a no- 
tação multiplicativa para indicar a operação. Motivo: é mais prática e, é claro, os resul- 
tados obtidos valem em qualquer caso, bastando mudar convenientemente a notação. 


2.3 Grupos finitos 

Um grupo (G, *) em que o conjunto G é finito, chama-se grupo finito. Nesse ca- 
so, o número de elementos de G é chamado ordem do grupo (notação o(G)) e a tá- 
bua da operação * se denomina tábua do grupo. Diga-se de passagem que o pri- 
meiro matemático a usar tábuas para representar grupos foi o inglês Arthur Cayley 
(1821-1899). Cayley, que valorizava sobremodo os aspectos formais da matemática, 
foi provavelmente o precursor do estudo abstrato da teoria dos grupos. Outra rea- 
lização importante desse matemático foi a introdução das matrizes na matemática. 


Exemplo 1: É fácil verificar que G= [—1, +1) é um grupo multiplicativo, Sua ordem 
obviamente é 2 e sua tábua: 


s 1 =] 
1 1 =1 
=1| -1 1 


2.4 Alguns grupos importantes 

(i) Grupo aditivo dos inteiros (comutativo) 

Sistema formado pelo conjunto dos inteiros e a adigáo usual sobre esse conjun- 
to. Motivo: a adição usual é uma operação sobre Z, associativa e comutativa. Mais: há 
um elemento neutro para ela (o número 0), e o oposto — a de um elemento a E Z 
também pertence a esse conjunto. Obviamente essas propriedades são pré-requisitos 
para este trabalho. 

(ii) Grupo aditivo dos racionais (comutativo) 

Sistema formado por () e a adição usual sobre esse conjunto. O porquê é o mes- 
mo do exemplo anterior. 

(iii) Grupo aditivo dos reais (comutativo) 

Sistema formado por R e a adição usual sobre esse conjunto. O porquê é o 
mesmo do primeiro exemplo. 
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{iv} Grupo aditivo dos complexos (comutativo) 

A soma de dois números complexos z=a +bi e w=c+di é definida por 
z+w= (a+ b) + {c + d)i. É fácil verificar que essa operação é associativa. Mais 
ainda verificar que O = 0 + O - ¡é elemento neutro dessa operação. Por fim, para 
todo complexo z = a + bi, o número complexo —z = (—a) + (—b)i é seu oposto, o 
que pode ser verificado diretamente sem nenhuma dificuldade. 


(v) Grupo multiplicativo dos racionais (comutativo) 

Sistema formado pelo conjunto dos racionais não nulos e a multiplicação usual 
sobre esse conjunto. O conjunto Q* é fechado em relação à multiplicação, ou seja, 
o produto de dois números racionais não nulos também é diferente de zero. A mul- 
tiplicação usual é associativa em Q* porque o é em Q; o número 1, elemento neutro 
da multiplicação, obviamente é diferente de 0; e se a + 0, o mesmo acontece com 
seu inverso a `', Também neste caso admitimos como pré-requisito o conhecimento 
das propriedades da multiplicação de números racionais. 


Contra-exemplo 1: O sistema formado pelo conjunto Z* e a multiplicação de 
números inteiros não é um grupo, embora o produto de dois inteiros não nulos 
seja sempre um inteiro não nulo, Ocorre que nenhum inteiro a, salvo 1 e —1, tem 
inverso em Z. 


(vi) Grupo multiplicativo dos reais (comutativo) 
Sistema formado por R* e a multiplicação usual sobre esse conjunto. O porquê 
é o mesmo do exemplo anterior. 


(vii) Grupo multiplicativo dos complexos (comutativo) 

Sistema formado pelo conjunto C* e a multiplicação usual de números com- 
plexos. O produto de dois números complexos z = a + bie w = c + di é definido 
por zw = (ac — bd) + (ad + be)i. Se os números dados são diferentes de 0,0 mes- 
mo acontece com o produto, como se pode verificar. Essa operação é associativa e 
comutativa, e a verificação disso é apenas uma questão de cálculos algébricos; o 


elemento neutro é 1=1 + Oi, e o inverso de um elemento z = a + bi, não nulo, é 
a 


=b P i ` 
=" pat, va + também um número complexo não nulo, considerando- 
a +b d+b 


se que a + 0 ou b + 0. 

(viii) Grupo aditivo de matrizes m x n (comutativo) 

Nas considerações a serem feitas aqui indicaremos por K, indistintamente, um 
dos seguintes conjuntos, Z, Q, R ou C, e por My » ntK) O conjunto das matrizes sobre 
K com m linhas e n colunas. Isso posto mostraremos que M, , ntK) é um grupo adi- 


tivo. Para isso, lembremos primeiro que a adição de matrizes em M,, , ,(K) é definida 
da seguinte maneira: 
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Se 


então: 


Ami + Bm - Am + Dm 
e, portanto, trata-se de uma operação sobre o conjunto Mp , ntk). 
Essa adição cumpre os axiomas exigidos pela definição 1, o que é fácil de provar: 
Associatividade:A + (B + C)=(A+B)+C 
Comutatividade: A + B = B + A 
Existência de elemento neutro: é a matriz 


0 
po E 
o 
Existência de opostos: qualquer que seja a matriz 
MM = In 
A= 3 
tomando-se 
AZ 


an= Gi = Gp A 


Portanto, (Mm , n(K), +) é um grupo aditivo abeliano quando K = Z, Q, R ou C. 

(ix) Grupos lineares de grau n (multiplicativo, não comutativo se n > 1) 

indicaremos agora por K, indistintamente, um dos conjuntos Q, R ou C e por 
M,(K) o conjunto das matrizes de ordem n sobre K. Tratando-se de um caso particu- 
lar do exemplo anterior, M,(K) é um grupo aditivo. No que se refere à multiplicação 
de matrizes, porém, a situação é diferente. Lembremos que a multiplicação de matrizes 
(linhas por colunas) é definida da seguinte maneira: seA=(a; e B = (b;), então: 

AB = (c;), em que “y= Danby tij=1,2,..,0) 


Para essa operação vale a associatividade, como é bem conhecido. Mais: ela con- 
ta com um elemento neutro que é a matriz idêntica de ordem n: 


Mas sempre há matrizes para as quais não há a matriz inversa: por exemplo, 
a matriz nula 


cujo produto por uma matriz qualquer é ela mesma, portanto diferente de |, 

Para saber quais matrizes de ordem n têm inversa, recorremos ao seguinte teore- 
ma da teoria dos determinantes: “Uma matriz A E M,(K) é inversível se, e somente se, 
det(A) + 0: Como o conjunto das matrizes inversíveis, que indicaremos por GL,(K), 
inclui a matriz idéntica f,, cujo determinante é igual a 1 e det(AB) = det(A)det(B) + 
+ 0, VA, B E GL, (K), então (GL, (K), +) é um grupo, Esse grupo não é comutativo 
quando n > 1, pois, por exemplo, se 


então: 


eBA= 


1 


O grupo (GL, (K), -) é chamado, respectivamente, grupo linear racional, real ou 
complexo, de grau n, conforme K = Q, R ou C. 

bx) Grupos aditivos de classes de restos (comutativo) 

Lembremos que, para qualquer inteiro m > 1,0 conjunto das classes de resto 
módulo m, ou seja, Zm = (0, 1, 2, ... m—1) é o conjunto quociente de Z pela re- 
lação de congruência, módulo m. Portanto, O é formado por todos os inteiros côn- 
gruos a 0, módulo m, 1 por todos os inteiros côngruos a 1, módulo m, e assim por 
diante, No capítulo anterior vimos que a adição módulo m, definida por 

a+b=4+b 
é uma operação sobre Z,, para a qual vale a associatividade e a comutatividade. 
E que, além disso: ad O raça e RS 
a+0=a+0=a 
e, portanto, O é o elemento neutro dessa operação. Mais, que a classe m—a é o 
oposto de a E Z,, na adição módulo m, pois 


a+m-a=atim-a=m= 


uma vez que m = 0 (mod m). Então —a = m~a. 
De onde (Z,,, +) é um grupo comutativo, para todo inteiro m > 1, chamado gru- 
Po aditivo das classes de resto módulo m. Vale notar que a ordem desse grupo é m. 
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Exemplo 2: Construir a tábua do grupo (Z3, +). 


(xi) Grupos multiplicativos de classes de restos 
No capítulo anterior, vimos também como se introduz a multiplicação módulo 
mem Zm: 


se a,b € 7, então a:b = ab. 

Naquela oportunidade mostramos que essa operacáo está bem definida e 
goza das propriedades associativa e comutativa; além disso, a classe 1 é o elemento 
neutro, uma vez que a -1=a-i= a. 

Mas ocorre que, mesmo excluindo-se o elemento 0 de Z,, que obviamente 
não tem inverso para a multiplicação módulo m, nem sempre o conjunto restante 
é um grupo multiplicativo. De fato, a restrição da multiplicação módulo 4 aos ele- 
mentos de Z, — {0}, por exemplo, nem sequer é uma operação sobre esse con- 
junto, uma vez que 2.2=0. 

Provaremos agora que a restrição da multiplicação módulo m aos elementos 
de Zi = Zm — {0} é uma operação sobre esse conjunto se, e somente se, m é um 
número primo. 


(=) Suponhamos que m não fosse primo. Como m > 1, podem ser encontra- 
dos dois inteiros a, b > 1 tais que ab = m. Dessa igualdade resulta que ab = m. 
Como a-b = ab e m = 0, então a-b = 0, o que é impossível em face da hipótese. 

(—) A única possibilidade de a multiplicação módulo m, quando restrita aos ele- 
mentos de Z*,, não ser uma operação sobre esse conjunto é acontecer de a-b = O 
para algum par de elementos desse conjunto. Mas isso implicaria ab = 0 e, portanto, 
ab = 0 (mod m). Daí, m | ab e, como m é primo por hipótese, então m | a ou m | b. 
Considerando-se, por exemplo, a primeira hipótese, a = mą, para algum inteiro q, 
e, portanto: 

ā-m=m4=0-4=0 
o que é um absurdo, visto que, por hipótese, a E Zi. 

Mostraremos agora que, se m é primo, a multiplicação móduto m, quando res- 

trita aos elementos de Z;,, faz desse conjunto um grupo. Para isso basta mostrar 


que, qualquer que seja o elemento a E 7%, pode-se encontrar b E Z% tal que 
ab=1, 
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De fato, se à € pas entáo a náo é múltiplo de m. E, como m é primo, entáo 
mde(m, a) = 1. Daí, mxy + ayy = 1, para convenientes inteiros x e yo (identidade 
de Bezout). Reduzindo-se essa igualdade, módulo m: 


ma + ayo=M-Xy + a'yy=a- y=] 
o que mostra que Jg (que pertence a Z%,) é o inverso de a, 
As considerações anteriores permitem concluir que Z*, é um grupo multipli- 
cativo se, e somente se, m é primo, 


Exemplo 3: Determinemos o inverso de 4 em Z3, usando o raciocínio da últi- 
ma demonstração. Ora, uma solução de 5xy + 4y, = 1, que pode ser determinada por 
simples observação, é (1, — 1). Logo, yo = —1 e, portanto, o inverso de 46=7=4, 
pois 4 = —1 (mod 5). 

(xii) Grupos de permutações 


(xii-a) Permutação é o termo específico usado na teoria dos grupos para desig- 
nar uma bijeção de um conjunto nele mesmo. Se E indica um conjunto não vazio, 
denotaremos por S(£) o conjunto das permutações dos elementos de E, A compo- 
sição de aplicações é, neste caso, uma operação sobre S(E), pois, se f e g são per- 
mutações de E, ou seja, se f: E > E e g: E — E são bijeções, então a composta 
gof: E — E também é uma bijeção, como vimos no capítulo anterior. 

Vimos também que vale a associatividade para essa operação e que ip! E — E 
(aplicação idêntica de E), que obviamente é uma bijeção, é o elemento neutro 
nesse caso, posto que: (ip Of Mx) = ir (f(x) = f(x), para todo x E Ë, o que garante 
a igualdade jo f = f. Analogamente se prova que foi = f. Finalmente, se f é 
uma permutação de £, então o mesmo acontece com £ 7! (aplicação inversa de f), 
que, como também foi visto no capítulo anterior, é uma bijeção e é o elemento 
inverso de f para a composição de aplicações, pois fof7! = f "af = ip. 

Portanto, (S(£), ©) é um grupo — o grupo das permutações sobre E. Esse grupo 
é comutativo se, e somente se, sua ordem é 1 ou 2. De fato, se a ordem é 1, S(E) só 
possui um elemento, a aplicação idêntica que, naturalmente, comuta consigo mesma. 
Se a ordem é 2 e os elementos de E forem indicados por a e b, então S(E) também 
só tem dois elementos: a aplicação idêntica e a aplicação que leva a em b, e vice- 
versa, Como, obviamente, esta última aplicação comuta consigo mesma e com iz, en- 
tão (S(£), 0) também é comutativo nesse caso. 

Suponhamos agora que o(S(E)) > 2 e que, portanto, E tenha mais do que 2 
elementos. Designando por a, b e c três elementos distintos de E, consideremos 
as permutações f e g de S(E) definidas da seguinte maneira: 

Fla) = b, f(b) = a e f(x) = x qualquer que seja x + a, b 


gía) = c, glc} = a e g(x) = x qualquer que seja x £ a, c 
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É claro que f e g são permutações de E, pela maneira como foram construídas. 
Além disso, 
(Fogka) = Fala) = HO) = c 


(go fa) = gífla) = gib) = b, 

o que mostra que gof + fog e, portanto, que S(E) não é comutativo, 

(xii-b) Um caso particular importante de grupo de permutações, aliás relacio- 
nado com a origem da teoria dos grupos (ver Nota Histórica deste capítulo), é aque- 
le em que £ = (1,2, ...,n), em que n > 1. Neste caso, em vez da notação genérica 
S(E), usa-se S, para indicar o conjunto das permutações sobre £. E o próprio grupo 
(Sm ©) tem um nome especial: grupo simétrico de grau n. A análise combinatória nos 
ensina que esse grupo tem ordem nl, número de permutações que se podem cons- 
truir com n elementos, permutações essas que podem naturalmente ser colocadas 
em correspondência biunívoca com os elementos de S,,. 

Para o estudo dos grupos simétricos costuma-se usar a seguinte notação: se 
f E S, e f0) = h, F2) = dy, fin) = in, então: 


Nessa notação, a ordem das colunas náo importa, embora em geral se usem os 
elementos da primeira linha em ordem crescente. Por exemplo, em $3, 


1231 (231 
213113 2 


pois ambas tém o mesmo efeito sobre os elementos de E, 
Com essa notação, a composição de duas permutações 


12 un 12.4 n 
li E n £ al, ho H 
se faz da seguinte maneira: 
T a A A Tu F ot m Fo 
sor-(; ale Deli E a Do FA >) 
pois (go A) = gE) = gti) = jiy 
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Por exemplo, em Sa: 


12349 234) fz3a 
2413 3142 1234 
Notar que, por exemplo, a imagem de 3 pela composta se obtém da seguinte 


maneira: 3 => 4 > 3, 
Ainda de acordo com essa notação, se 


então: 


Por exemplo, em $4 a permutação inversa de 


pe 234 
4312 
p-fizsa 
3421 


Exemplo 4: Tábuas de $, € $}. 
Obviamente a construção dessas tábuas envolve muitos cálculos. Por brevidade, 
então, até porque o raciocínio é sempre o mesmo, nos ateremos, em cada caso, a efe- 


tuar uma composição apenas. Sugerimos ao leitor verificar os demais resultados. 
Tábua de S, 


Fazendo 
12 2 
S=] = E 


então f; 2 fi 


Tábua de Sy 
Façamos 


sl 122 ¿23,233,233 22d (123 
uz sap rr ls op sa Pd 
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Observemos como se obtém f, 993, por exemplo: 


rog=el 2? APR 
A 3 4) 1 3/7 | 20) 


De maneira análoga se obtêm os demais “produtos: Feito isso e colocando-se 
esses “produtos” numa tábua, o resultado será o seguinte, como o leitor poderá checar: 
MEMEA AE 
92| 9 
919 
93 j 9i 
fij h 
foj fi 
f | 

Vale observar também que esse grupo náo é abeliano, uma vez que sua tábua 
não é simétrica em relação à diagonal principal. Por exemplo, f © 93 = 9, ao passo 
que 932, = 9,. Como se verá no desenvolvimento da matéria, todo grupo de or- 
dem menor que 6 é comutativo. Outra coisa importante mostrada pela tábua é 
que o conjunto C; = {fo fy f,) também é um grupo quando considerado com 
a composição de permutações. De fato, além de ser fechado para a composição, 
como se vé na tábua, vale a associatividade porque vale em Ss, o elemento neu- 
tro fọ está no conjunto, e fo ' = fy fr = fef = fi 

Finalmente, é importante observar ainda na tábua que FÈS POf = fago hEn 
egmofi=go(fof) = 93 e que, portanto: 

BULA nO HOY 

Se em vez de f, tomarmos f, e em vez de g, tomarmos g, ou gy, obteremos 
uma alternativa equivalente de escrever os elementos do grupo S3. Essa observação 
é importante porque mostra que é possível escrever ("gerar") todos os elementos 
do grupo usando-se apenas dois deles. 


Mostraremos agora como fica a tábua do grupo $S, com essa forma de escrever 
seus elementos. Evidentemente é só trocar, na tábua já construída, f, por +), g2 
por gos, e gy por gic fi”: 


fi f? nor? 

fi f? g | 90% | nof? 

fi fi fè | £ fas] a |q0% 
I t? tè EN fa [gar [mor] a 
9 9 Oh | nof? ED fi fè 
moh | aeh |gnor | 9 fê He f 
PO |R| n |A| A f? A? 


1 Se a é elemento de um grupo cujo elemento neutro ée, define-se d = e. Portanto, no grupo em estudo, f;'= f, 


Costa E) 


Notar, por último, que C3 = (fo, fı, f3} = 4º, fu fi) e, portanto, é possível es- 
crever todos os seus elementos usando-se um deles apenas. Ou seja, fı gera C}. 

(xiii) Grupos de simetrias 

(xili-a) Simetrias do triângulo equilátero 

Denomina-se simetria de um triângulo equitátero T qualquer aplicação bijeto- 
ra? f: T > T que preserva distâncias. Preservar distâncias significa que, se a e b são 
pontos arbitrários do triângulo, então a distância de f(a) a f(b) é igual à distância de 
a a b. Uma isometria pode ser imaginada como uma transformação geométrica que 
leva uma cópia do triângulo a coincidir com ele própri 

Para caracterizar geometricamente as simetrias do triângulo, indiquemos seus 
vértices consecutivamente por 1, 2, 3 e consideremos as seguintes retas peto ba- 
ricentro O do triângulo: x, pelo vértice 1, y, pelo vértice 2, e z, pelo vértice 3. De- 
notando-se por Ry, R, e R, as rotações de 0, (2n)/3 e (4x)/3 radianos em torno de O 
no sentido anti-horário e por X, Y e Z, respectivamente, as reflexões espaciais de 
x radianos em torno das retas x, y e z, prova-se que o conjunto das simetrias do 
triângulo é exatamente (Ro, R4, R3, X, Y, Z} (uma demonstração desse fato foge ao 
alcance deste texto). Mostraremos a seguir, por meio da construção de uma tábua, 
que esse conjunto, com a composição de transformações, é um grupo não abeliano. 
Para isso, vejamos primeiro (ver figura a seguir) como se obtém geometricamente 
RjoYe ds por exemplo. 


ATACA 


o o SU Y=X 
3 2 2 
1 I 1 
Ri ? Y 
` A ES . + Za “x 
ei p 2 Ea a Es q y 3 


2 Na verdade, pode-se provar que, se f é sobrejetora e preserva distâncias então / é uma bijeção. 
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Efetuando-se todas as composições possíveis, obtém-se a seguinte tábua: 
r 


Y | Ro | R| A, 


X | Ra | Ri | Ro 


Por meio dela se verifica o fechamento, que Ry é o elemento neutro e que 
Ro |= Ry Ry 1 = Ra, Ry = RX = X, Y7’ = Y e Z™' = Z. Valendo a associativi- 
dade, por se tratar de composição de transformações, então efetivamente se trata de 
um grupo. Denotaremos esse grupo por D; = {Ro Ri Ra X, Y, Z}. Como a tábua não 
é simétrica em relação à diagonal principal, então ele não é abeliano. 

Por outro lado, observando-se que R¡=R,OR,=R,,XoR,=Z e XOR; =Y, então: 

D; = {R?, R, R, X, XOR, X ORÈ} 

Ou seja, D} é gerado por R, e X. 

Vale observar ainda que a “partição” mostrada na tábua põe em relevo o se- 
guinte: que a composta de duas rotações é uma rotação; que à composta de duas 
reflexões é uma rotação; que a composta de uma reflexão com uma rotação ou de 
uma rotação com uma reflexão é uma reflexão. 

(xili-b) Simetrias do quadrado 

Uma simetria de um quadrado Q é, como se pode induzir do caso do triângulo, 
uma aplicação bijetora f: Q — Q que preserva distâncias. E tal como no caso do 
triângulo, uma isometria pode ser imaginada como uma transformação geométrica 
que leva uma cópia do quadrado a coincidir com ele próprio. 

Para caracterizar geometricamente as simetrias do quadrado, cujo conjunto 
será indicado por Dy, indiquemos seus vértices consecutivamente por 1,2,34e 
consideremos as retas x e y respectivamente pelas diagonais 13 e 24 do quadrado, 
e as retas z e w a primeira perpendicular aos lados 12 e 34 pelo ponto médio de 
ambos e a segunda perpendicular aos lados 23 e 14 também pelo ponto médio 
de ambos. O centro do quadrado, que é interseção dessas retas, será indicado por O. 
Então, denotando-se por Ay, Ri, Ra, R3 as rotações de ^. 1/2, m e 37/2 em torno do 
ponto O, no sentido anti-horário, por X e Y as reflexões de 7 radianos em torno 
das retas x e y e por Z e W as reflexões de m radianos em torno das retas z e w, 
respectivamente, demonstra-se (aqui apenas mencionamos esse fato) que D, = {Ro 
Ry Ras R3, X, Y, Z, W}. Por meio da construção de uma tábua, mostraremos agora 
que esse conjunto, com a composição de transformações, é um grupo. À título de 
ilustração vejamos (figura a seguir) como se obtém, por exemplo, ZOR, e R,0Z. 
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Z 
Tl a 


Efetuando-se as demais composições, a tabela obtida é a seguinte (sugerimos 
ao leitor checar os resultados): 


o | Ro 
Ro Ro 
Ri | Ri 
R, | R3 
R, R; 
X| X 
Y Y 
Z 
w| w 


Essa tábua mostra imediatamente que a composição de simetrias é uma opera- 
ção em D,. A associatividade da operação vale por se tratar de particular composição 
de aplicações. Como, ademais, Ry é o elemento neutro e Rọ! = Ro, Ry !=Ry,R, != 
= Ra R3! = Rp XT =X, Y =Y,Z 7? =Z,W"' = W então (D, 0) é um grupo: o 
grupo das simetrias do quadrado. D, não é comutativo, pois, por exemplo, 
XoZ=R,eZoX=Rj. 

Observando-se que Ry? = R, Rè? = R$OR,= R CR} = Ra XOR} = Z, XOR}? = 
= XORA, = Y e XOR? = XCR, = W, então: 

D, = {R.°, Ri, Ri, RÈ, X, XO R, XOR, XOR P} 
isto é, D, é gerado por R, e X. 
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Convém notar que a partição mostrada na tábua põe em destaque o seguinte: 
a composta de duas rotações é uma rotação; a composta de duas reflexões é uma ro- 
tação; e a composta de uma rotação com uma reflexão, ou vice-versa, é uma reflexão. 
Em particular o conjunto R, das rotações do quadrado também é um grupo. 

(xiv) Grupos diedrais 

O conceito de simetria de um triângulo e de um quadrado, que acabamos de 
focalizar, pode ser estendido naturalmente para um polígono regular qualquer de n 
lados. Tal como nos casos particulares focalizados, o número das simetrias de um po- 
lígono regular de n tados é o dobro do número de lados, portanto 2n no caso geral. 

Para descrever essas simetrias, denotemos os vértices do polígono consecutivamen- 
te por 1,2,...,n e o conjunto das simetrias por D,. Duas simetrias bastam para gerar 
Dp: a rotação A de 211/n radianos em torno do centro O do polígono (figura a seguir) 


n+1 2 
2 
TON 
R 
n+3 
2 n 


e a reflexão X de v radianos em torno da reta x pelo vértice 1 e pelo centro do po- 
lígono (figura a seguir). (Em ambas as figuras consideramos n ímpar.) 


n+1 2 n+3 n 
2 2 
N 
1 -— 1 
X 
n+1 
n 2 2 


Isso posto, pode-se demonstrar que o conjunto das simetrias do polígono é 

D, = {R?, R, R?, RP T', X, XOR, XOR uu XOR” 7?) 
e que esse conjunto é um grupo com a composição de transformações. Qu seja, 
que D, é um grupo gerado por dois de seus elementos, isto é, a rotação R e a re- 


flexão X, resultado que constitui uma generalização do que foi visto para o triângulo 
e o quadrado. 
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O grupo D, é chamado grupo diedrai de grau n. Em particular D} e D, são os 
grupos diedrais de grau 3 e 4, respectivamente. 

Outro fato importante envolvendo o grupo diedral D, é que o conjunto R, = {R°, 
R,R?, .... R? ~ 1} das rotações do polígono é também um grupo em relação à com- 
posição de transformações. 

(xv) Sejam G e £ grupos que, para facilitar, suporemos multiplicativos (para o 
caso aditivo, por exemplo, bastaria mudar o símbolo da operação). Vejamos como 
transformar G x L em um grupo da maneira mais natural possível a partir das ope- 
rações de G e L. 

A "multiplicação" 

((a, b), (c, d)) > (a, bic, d) = (ac, bd) 
definida para pares quaisquer (a, b), (c, d) € G x L certamente é uma operação so- 
bre G x L, a mais natural possível no caso. E com essa operação G x L ganha uma 
estrutura de grupo. De fato: 

* Ka, bXc, dle, f) = (ac, bae, f) = ((ac)e, (bd)f) = (alce), bidf)) = (a, biice, df) = 
= (a, b} lc, de, f)J; 

* se eç e e, são os elementos neutros de G e L, respectivamente, então ele- 
mento neutro da “multiplicação de pares” é o par (eg, eu); 

+ se (a, b) E Gx L e se indicarmos os inversos de a e bem Ge L respectiva- 
mente por a” e b; então: 

(a, ba”, b’) = (aa”, bb") = (e, e,) = elemento neutro da “multiplicação” em G x L. 

O grupo Gx L assim introduzido será chamado produto direto (externo) dos gru- 


pos G e L dados. Esse novo grupo é comutativo se, e somente se, ambos os grupos 
fatores o forem. 


2.5 Subgrupos 


Consideremos o grupo (R, +). Observemos que Z, por exemplo, é um subcon- 
junto de R para o qual valem as seguintes propriedades: (a) Z é fechado para a adi- 
ção; (b) (Z, +), em que + indica a adição de R, restrita aos elementos de Z, também 
é um grupo. Por isso se diz que Z é um subgrupo de R. Considerações análogas po- 
deriam ser feitas com Q, por exemplo. Portanto, Q também é um subgrupo de R. 

Vejamos agora um exemplo menos corriqueiro. Mantida a notação de 2.4, 
consideremos o grupo 5; = (fg, fa, 91, 92, 93) das permutações sobre o conjun- 
to (1, 2, 3). A tábua desse grupo nos mostra que o subconjunto C; = (fo, fy, f2} é 
fechado para a composição de permutações. Mais: Cy, com a composição de per- 
mutações, tem uma estrutura de grupo, como já destacamos. Por essa razão, C} é 
um subgrupo de $3. A definição geral de subgrupo, a ser dada agora, inspira-se em 
Casos como esse. 
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Definição 2: Seja (G, *) um grupo. Diz-se que um subconjunto não vazio H C G 
é um subgrupo de G se: 

+ H é fechado para a operação * (isto é, se a, b E H então a*b E H); 

+ (H, 4) também é um grupo (aqui o símbolo * indica a restrição da operação 
de G aos elementos de H). 

Se e indica o elemento neutro de G, então obviamente (e) é um subgrupo de 
G. É imediato, também, que o próprio G é um subgrupo de si mesmo. Esses dois 
subgrupos, ou seja, {e} e G, são chamados subgrupos triviais de G. 

Proposição 1: Seja (G, *) um grupo. Para que uma parte não vazia H C G seja 
um subgrupo de G, é necessário e suficiente que a* b' seja um elemento de H 
sempre que a e b pertencerem a esse conjunto. 

Demonstração: 

(=) Indiquemos por e e €p respectivamente, os elementos neutros de G e H. 
Como 

enten=en=ente 
e todo elemento do grupo é regular em relação a *, então e = ep. 

Tomemos agora um elemento b E H e indiquemos por b' e by seus simétricos 

em G e H, respectivamente. Como, porém, 

by *b=e,=e=b*b 
então b,’ = b' (novamente pelo fato de todos os elementos do grupo serem regu- 
lares para sua operação). Por fim, se a, b E H, então a* by E H, uma vez que, por 
hipótese, (H, *) é um grupo. Mas by' = b' e, portanto, a * tEH. 

(«-) Como, por hipótese, H não é vazio, podemos considerar um elemento xp E H. 
Juntando esse fato à hipótese: xo Xy" = e E H. Considerando agora um elemen- 
to b E H, da hipótese e da conclusão anterior segue que: 

exb=bEeH 

Mostremos agora que H é fechado para a operação *, De fato, se a, b € H, en- 
tão, levando em conta a conclusão anterior, a, b' E H. De onde (novamente usando 
a hipótese): 

a*(bY=atbeH 

Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois, se a, b, c € H, então 
a, b,c E Ge, portanto a* (bc) = (a* b)*c (já que essa propriedade vale em G). 4 

Convém observar que, se o grupo é aditivo, entáo a condicáo de subgrupo dada 
pela proposição apresenta-se assim: 

«Se a,b EH, então a + (~b) EH. 

E no caso de um grupo multiplicativo: 

+ Sea, b E H, entáo ab' EH. 
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Exemplo 5: O conjunto H = {x € R* |x > 0) é um subgrupo do grupo multi- 
plicativo dos números reais (R*, -). De fato, se a, b € H, então a,b E Ra > 0e 
b > 0. Mas, se b > 0, então b”! > 0. Logo, ab”! > 0, pois o produto de dois 
números reais estritamente positivos também é estritamente positivo. De onde, 
ab! EM. 


Exemplo 6: Consideremos o grupo aditivo M,(R). Vamos mostrar, usando a pro- 
posição anterior, que 


n= (a 2 E MAR); a + 4=0) 


é um subgrupo de M,(R). Obviamente trata-se de um conjunto não vazio. Notar pri- 
meiro que as matrizes de H se caracterizam pelo fato de os elementos da diagonal 
principal serem opostos um do outro. Observado isso, tomemos duas matrizes de H: 


Asi eai 


a (ar b=s 
PRA a= (7 a) 


Então: 


Como as entradas dessa matriz obviamente são números reaise —a +r = —(a —1), 
então A + (-B) EH. 


Exemplo 7: Consideremos dois grupos, G e L, supostos multiplicativos, por simplici- 
dade. Ainda para facilitar, indiquemos os elementos neutros de Ge £ por 1. Então 
{i} x L= {x y) € GxL|x=1)e Gx (1) = [(x y) € Gx L |y= 1} são subgrupos 
do produto direto G x L. Faremos a verificação apenas para o segundo caso. 

Sejam q, B € G x {1}. Então a = (a, 1) e B = (b, 1), para convenientes elementos 
a, b E G. Portanto: 

ap! = (a, 1)(b, 17? = (a, 1)(b *,1) = (ab™', 1) 

Como ab”! € G, então ap ? € Gx {1}. 


1. Quais dos conjuntos abaixo são grupos em relação à operação indicada? 
a) Z_; adição 
b) Z,; multiplicação 
<£) A = {x E€ Z | x é par); adição 
d) 8 = {x € Z | x é ímpar}; multiplicação 
e) C= {~2, —1,0, 1, 2}; adição 
f) D = (1, —1}; multiplicação 
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2. Mostre que R dotado da operação * tal que x * y = e + y? é um grupo 
abeliano. 


3. Mostre que R munido da operação A tal que x A y =x + y — 3 é um grupo co- 
mutativo. 


4. Mostre que Q E 2] = la +by 2]abea)é um grupo aditivo abeliano. Es- 
tabelecer as condições sobre a e b para que Q V 2 ] seja também um grupo 
multiplicativo. 


5. Mostre que R x R — (0, 0)! munido da operação A definida por (a, b) A (c, d) = 
= (ac — bd, ad + bc) é um grupo abeliano. 


6. No conjunto C* está definida uma operação À tal que a A b = Jal - b. Mostre 
que a operação À não define uma estrutura de grupo sobre C*, 


7. Verifique se Z x Z é grupo em relação a cada uma das seguintes leis de composição: 
a) (a b)* (c,d) = (a + cb +d) 
b) (a, bate d) = la + c, b >d) 


8. Mostre que Q* x (2 munido da operação L definida da seguinte forma: 


(a, b) L (G d) = (ac, bc + d) 
é um grupo. 


9. Sejam (G, *) e (H, A) grupos quaisquer. Mostre que G x H tem estrutura de gru- 
po em relação à operação L assim definida: (x, y) L (x,y) = (Ex, y A y% 
quaisquer que sejam (x, y) e (x, y’) em G x H. 


10. Seja G um grupo multiplicativo e seja + uma operação sobre G assim definida: 
ax b=b-+ a. Demonstre que (G, *) é um grupo. 


11. Sejam A um conjunto não vazio e R^ o conjunto das aplicações de A em R. 
Definimos uma “adição” e uma “multiplicação” em R^ como segue: sendo f e g 
funções de A em R, temos: 

E + g) (x) = fix) + gix), Vx E A 
(F-9) bd = £00 glo, Vx E A 
Mostre que R^ é grupo aditivo. 
Mostre que, em geral, R^ não é grupo multiplicativo. 
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12. Mostre que o conjunto das funções polinomiais de grau 1 (ou funções afins) 
de R em R é um grupo para a composição de funções. 
Nota: f: R — R é uma função afim se, e somente se, f(x) = ax + b, com a + 0. 


13. Sejam S um conjunto, G um grupo e f: $ > G uma aplicação bijetora. Para ca- 
da x, y E $ defina o produto xy = $7Hf(x)f(y)). Mostre que essa multiplicação 
define uma estrutura de grupo sobre 5. 


14. Construa a tábua da operação * sobre G = fe, a), sabendo que (G, *) é um grupo. 


15. Construa a tábua da operação * sobre G = (e, a, b}, sabendo que (G, *) é um 
grupo. 


16. Mostre que cada uma das tábuas abaixo define uma operação que confere 
ao conjunto G = (e, a, b, c} uma estrutura de grupo. 


ejaljbie ejalbje 
elelajbie ele albl|c 
aja|e b alaleic|b 
b|bl|cl|e a | b|lbl|clale 
clcibla e | clclbtlela 


17. Complete a tabela abaixo, sabendo que G = (e, a, b, c} é um grupo em relação 
a essa operação. 


18. Sejam F,, Fz, Fy F, aplicações de R? em R? definidas da seguinte maneira: 
Fa lx, y) = (x y), Fox, y) = (=x, y), Fs y) = (x, y) e Fal y) = (=x, —y). Se G = {Fy 
Fa, Fy, F4}, mostre que (G, 0) é um grupo. Obter F € G tal que ELOFOFy = F4. 


19. Construa a tábua de um grupo G = fe, a, b, c, d, f}, de ordem 6, sabendo que: 


() G é abeliano. (V) arc=bx*b=d 
(I) O neutro é e. (V) a*f=b*d=e 
M) a*d = b*c = f (VI) ckd=a 
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20. Sejam a, b, c elementos de um grupo multiplicativo G. Prove que tab)! = 
=c!b'gr!. Obtenha x E G tal que abexb = c. 


21. Sea, b e c são três elementos quaisquer de um grupo multiplicativo G, demons- 
tre que existe um único x € G tal que axbcx = abx. 


22. G é um grupo multiplicativo e a e b são elementos de G. Determine x E G tal 
que xax = bba |. 


23. Mostre que, se x é elemento de um grupo multiplicativo e xx = x, então x é o 
elemento neutro. 


24. Mostre que, se G é um grupo multiplicativo e xx =1, Yx E G, então G é abeliano 
(1 = elemento neutro). 


25. Seja G um grupo finito. Mostre que, dado x E G, existe um inteiro n = 1 tal 
que x” =e, 


26. Sejam G um grupo e x E G. Suponhamos que exista um inteiro n = 1 tal que 


x” = e. Mostre que existe um inteiro m > 1 tal que x ' = x”. 


27. Seja G um conjunto finito e munido de uma operação * que é associativa. Mostre 
que, se a operação * satisfaz as duas leis do cancelamento, então (G, *) é um grupo. 


28. Verifique se A ou B é subgrupo do grupo multiplicativo Q*, 
A=keQ|x>0) 
a=[! +m im nez} 
1+2n 
29, Verifique se A ou B é subgrupo do grupo multiplicativo R*. 
A=(a+by2 ER |abe O) 
B=la+bi2 ER |abe O) 


30. Verifique se A ou B é subgrupo do grupo multiplicativo C*. 
A = {cos0 + ¿+ sen0 | 0 E R} 
B= 12€ C]|z] =2) 


31. Verifique se A ou 8 é subgrupo do grupo aditivo R, supondo p € N um número 
primo dado: 
A=ta+brp labe O) 
B=la+bip ja b EQ} 
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32. Sabendo que Q — (1) é um grupo relativamente à operação * tal que x* y = 
=x + y — xy verifique se A = 10, +2, +4, ...) é ou não um subgrupo desse grupo. 


a 


33. Mostre o conjunto G das matrizes do tipo ( b A coma b E€ Rea eb näo 
e a, 


nulos simultaneamente, constitui um subgrupo do grupo GL;(R). 
(GL,(R) indica o grupo multiplicativo das matrizes reais inversíveis 2 x 2.) 


cosa sena 


34. Mostre que o conjunto H das matrizes do tipo ( 
-seng cosa 


) coma € R, 


constitui um subgrupo do grupo multiplicativo GL,(R) das matrizes reais e inver- 
síveis do tipo 2 x 2. 


35. Para todo n E NH, o conjunto R” é definido da seguinte forma: 
R” = ((a,, az, .... ap) | a, E R} 
Sabendo que R° é um grupo em relação à adição assim definida: 
(a, az, -~.s Gp) + (Dj, by .... On) = (a) + ba; + bra, + bp) 
verifique se H,, H, e H; são subgrupos de R”. 
H, = {la az ..., 4) ER” | a, + a, +... + a= O} 
H,=((a,, ay .... 4) E R” | a, E Z} 
H; = (a, az, ..., 4) E R” | a, > a,>... > ap} 


36. Quais dos seguintes subconjuntos de Z ,¿ são grupos em relação à multiplicação? 
o {1,5, 8, 12} 
37. Determine todos os subgrupos do grupo aditivo Z4. 


38. Seja E = (e, a, b, c, d, f } munido da operação A dada pela seguinte tábua: 


a[n [o[o [o ]o 


malena jo[a 


a) Admitindo a propriedade associativa, prove que (E, A) é um grupo não co- 
mutativo. 
b} Obtenha os subgrupos de £ com ordem 2 ou 3. 


39. Seja E = (e, a, b, c, d, f} munido da operação O dada pela seguinte tábua 


olela ble a| f 
ejeja|b|c¡id¡f 
ala|b|c|da|f]|e 
bibleld|flela 
clc|ld|f|ela|b 
dld|f|lelajbl|c 
filflelalbl|c|d 


a) Admitindo a propriedade associativa, prove que (E, O) é um grupo comu- 
tativo. 
b) Obtenha os subgrupos de E com ordem 2 ou 3. 


40. Mostre que H C Z é um subgrupo do grupo aditivo Z se, e somente se, existe 
um m € H de modo que H = (km | k € Z}. 
Nota: Se m E Z, então o subgrupo {km | k E Z} costuma ser denotado por mZ. 


41. Prove que, se H, e H, são subgrupos do grupo G, então H, N H, também é sub- 
grupo de G. 


42, Prove que, se H; e H, são subgrupos de um grupo G, então H,U H, é subgrupo 
de G se, e somente se, H, C H, ou H, C H. 


43. Seja G um grupo multiplicativo e seja a um elemento de G. Prove que Ma) = 
= {x E G | ax = xa} é um subgrupo de G. 


44. Construa a tábua do grupo G = (0, 1, 2, 3, 4, 5) com a operação ® assim definida: 
x ® y = resto da divisão em Z de x + y por 6 


Quais são os subgrupos de G? 


45. Seja $ um subgrupo de um grupo G e defina T = {x € G | Sx = xS}. Mostre que 
T é um subgrupo de G. {Sx = {sx | s E S}; xS = {xs | s € S)) 


46. Seja G um grupo multiplicativo e seja H uma parte não vazia e finita de G tal 
que HH C H; demonstre que H é subgrupo de G. (H -H = {h, h, | h,, h, € Hp). 
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47. Sejam A e B dois subgrupos de um grupo G. Demonstre que AB = (ab |a € A 
e b € B} é um subgrupo de G se, e somente se, AB = BA. 


Exercícios complementares 


C1. Mostre que, se G é um grupo multiplicativo finito com número par de elementos, 
então existe um elemento x + 1 (1 = elemento neutro) em G tal que x = x7}. 


Sugestão: Faça G = A U Bem queA=(xEG|x+x )eB=(xeG|x=x"). 


C2. Sejam G um grupo e H um subgrupo. Seja x E G. Seja ainda xHx” o subconjun- 
to de G formado por todos os elementos xyx”! com y e H. Mostre que xHx”! é 
um subgrupo de G. 


(3. Sejam G um grupo e a um elemento de G. Seja o,: G — G a aplicação tal que 
g(x) = axa 1. Mostre que o conjunto de todas as aplicações o,, com a E G, é 
um grupo com a composição de aplicações. 


IV-2 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE GRUPOS 


3. INTRODUÇÃO 


O objetivo principal deste tópico é introduzir o conceito de “isomorfismo” de 
grupos e estudar suas propriedades básicas. A idéia por trás desse conceito é a de 
separar os grupos em classes disjuntas tais que as propriedades deduzidas para um 
particular grupo de uma dada classe possam ser transferidas para todos os grupos 
dessa classe, e apenas para estes, com uma mudança adequada das notações. Es- 
sencialmente, dois grupos de uma mesma classe são indistinguíveis em tudo que é 
pertinente à teoria dos grupos (e apenas quanto a isso). E para que dois grupos, G 
e H, pertençam à mesma classe, exige-se que se possa definir uma bijeção f: G —> H 
que “preserve as operações” A bijeção garante a necessidade óbvia de que Ge H 
tenham a mesma cardinalidade, ao passo que “preservar as operações" significa, gros- 
so modo, a possibilidade de poder transferir os “cálculos” de um para o outro. No 
próximo item, formalizaremos essa idéia. 

Embora essa formalização esteja associada ao desenvolvimento da álgebra mo- 
derna e, portanto, seja relativamente recente na história da matemática, sua utili- 
zação informal e despercebida em outras áreas é muito antiga. Como exemplo, con- 
sideremos a congruência de triângulos, já estudada por Euclides em seus Elementos 
fc. 300 a.C). O objetivo da congruéncia é separar os triângulos em classes disjuntas 
segundo o critério métrico. Assim, ao se achar, por exemplo, a área de um dado trián- 
gulo, na verdade está se achando a área de todos os triângulos que lhe são congruen- 
tes, ou seja, de todos os triângulos da mesma classe. 
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Um exemplo mais específico do uso informal e despercebido dessa idéia ocor- 
reu no começo do século XVII, com a criação dos logaritmos. Estes foram introdu- 
zidos na matemática com uma finalidade que perdeu totalmente o sentido mais ou 
menos a partir dos anos 1960, com o advento dos computadores e calculadoras: so- 
correr os matemáticos, e especialmente os astrônomos, em seus longos e penosos 
cálculos aritméticos. A idéia era transformar uma multiplicação, uma divisão ou uma 
radiciação respectivamente numa adição, subtração ou divisão por um número in- 
teiro, certamente operações bem mais fáceis de efetuar de modo geral. Notavelmente 
os logaritmos criados por John Napier (1550-1617) com essa finalidade cumpriam 
plenamente o papel esperado. Para isso Napier construiu uma tábua de logaritmos, 
publicada em 1614. Assim, para calcular, por exemplo, o produto de dois números 
estritamente positivos, achavam-se, por meio da tábua, seus “logaritmos” no campo 
dos números reais; a seguir somavam-se esses logaritmos; finalmente, ainda por meio 
da tábua, mas voltando atrás, procurava-se o número positivo cujo logaritmo fosse 
a soma encontrada. Esse número era o produto desejado. Evidentemente sem per- 
ceber, Napier estava procedendo a uma forma de identificação do grupo (R$) 
(ver exemplo 5) com o grupo (R, +).O procedimento de Napier era diferente, mas 
hoje essa identificação formalmente se faz por meio de uma aplicação bijetora 


log: R% — R 
que transforma produtos em somas mediante a propriedade 
log (ab) = logía) + log(b). 


4. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 


Definição 3: Dá-se o nome de homomorfismo de um grupo (G, *) num grupo 

U, .) a toda aplicação f: G — J tal que, quaisquer que sejam x,y E G: 
FE y) = f0) - $) 

Nessas condições, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f: G — J como 
um homomorfismo de grupos. Quando se tratar do mesmo grupo, o que pressupõe 
4=G e a mesma operação, então f será chamada de homomorfismo de G. 

Se um homomorfismo é uma aplicação injetora, então é chamado de homomor- 
fismo injetor. E se for uma aplicação sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor. O 
caso em que f é bijetora corresponde ao conceito de isomorfismo e será estudado 
separadamente. 


G J 


MA, 
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Exemplo 8: A aplicação f: Z — C* definida por f(m) = i” é um homomorfismo 
de grupos. É preciso notar, primeiro, que em casos como esses as operações são 
as usuais e devem ser pressupostas. Portanto, Z é um grupo aditivo e C* um grupo 
multiplicativo. Como 


Hm+n=iMtr=im. 


fim) - fin) 
fica provado que se trata de homomorfismo. 

Esse homomorfismo não é injetor. Para mostrar isso basta um contra-exemplo, 
De fato, F(4) = if = 1 e F(0) = į? = 1. Também não é sobrejetor, pois Im(f) = (1, i 
-1, -+ CA 


Exemplo 9: A aplicação f: C* — R$, definida por f(z) = |z| é um homomorfis- 
mo sobrejetor. Lembrar primeiro que se trata de dois grupos multiplicativos. Então, 
como 
Fz)ftw) 


fica provado que f é homomorfismo. Por outro lado, se a é um número real estrita- 
mente positivo, então o próprio a tem imagem igual a a pela aplicação f, pois f(a) = 
= |a| = a e, portanto, f é sobrejetora. Na verdade, todos os números complexos que 
têm afixos na circunferência de centro na origem e raio a têm módulo a e, portan- 
to, imagem a pela aplicação f. O fato de os infinitos números complexos com afixos 
na circunferência terem a mesma imagem basta para mostrar que f não é um 
homomorfismo injetor. 


fizw) = |zw| = |z]] 


Exemplo 10: Seja a um número inteiro dado. A aplicação f: 7 —Z definida por 
f(m) = am é um homomorfismo de 7, Esse homomorfismo só não é injetor quan- 
do a = 0 e só é sobrejetor quando a = 1. 

Quanto à primeira afirmação, basta observar que 


Hm + n) = alm + n) = am + an = fim) + f(n) 


Se a = 0, então f(m) = 0, para todo m E 7, e, portanto, f não é injetora nem 
sobrejetora, Suponhamos a + 0 e f(m) = f(n), isto é, am = an; cancelando-se a (o que 
é possível, pois a + 0), obtém-se m = n; isso mostra que f é injetora neste caso. 

Se a = 1, então f é a aplicação idéntica de Z e, portanto, é sobrejetora. Se a + 1, 
então f não é sobrejetora, porque Im(*) = (0, La, +2a, +34, ...j + Z. 


Exemplo 11: Dado um inteiro m>1, consideremos Pmi Z —> Zm definida por 

Pm(a)= a. Então Pm é um homomorfismo sobrejetor de grupos, pois: (i) p,, (a + b) = 

a+b=a +b=pm(a) + pmtb); (ii) se y E Zp, então y = a, para algum a E (0, 1, 
«om 1}, e, portanto, pla) = 4 = y. 
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5. PROPOSIÇÕES SOBRE HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 


Nas proposições a serem focalizadas neste item, usaremos, por simplicidade, a 
notação multipticativa para indicar as operações dos grupos considerados. Como ob- 
servamos em 2,2, isso náo acarreta nenhuma perda de generalidade e a passagem 
dos resultados obtidos mediante essa notação para qualquer outro caso é simples- 
mente uma questão de mudança de símbolos. 

Isso posto, sejam G e J grupos multiplicativos cujos elementos neutros indica- 
remos sempre por e e u, respectivamente, e f: G —J um homomorfismo de grupos, 

Proposição 2: f(e) = u. 

Demonstração: Obviamente ee = e (pois e é o elemento neutro de G) e uf(e) = 
= f(e) (pois f(e) E Je u é o elemento neutro de J). Levando-se em conta isso e a 
hipótese de que f é um homomorfismo: 


Fledfle) = flee) = f(e) = ufle) 


He) =u 
(pois todo elemento de um grupo é regular). 4 
G f J 
ima, 


Proposição 3: Se a é um elemento qualquer de G, então f(a”!) = Lf(a)] |. 
Demonstração: Usaremos aqui a proposição anterior: 
Flalfta” = flaa”!) = f(e) = u = Halfta)) * 
Fla") = [Ha 
(mesmo motivo da demonstração anterior). 4% 


Corolário: (ab ') = fla) f(b). 
CAES) 


Proposição 4: Se H é um subgrupo de G, então f(H) é um subgrupo de J. 

Demonstração: Lembremos primeiro que f(H) = {f{x) | x € HJ. 

(i) Como e E H, porque H é um subgrupo de G, então f(e) = u € f(H) e, portan- 
to, £(H) + Ø. 

(ii) Sejam c, d E f(H). Então c = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos 
a, b € H. Logo, cd”! = fla)I£(b)] * = fla)ftb”!) = fíab '). Como ab”! E H, pois, 
por hipótese, H é um subgrupo de G, então cd”! E f(H). # 


G f J 


Em outros termos, a proposição anterior garante que um homomorfismo de gru- 
pos f; G — J transforma subgrupos de G em subgrupos de J, Em particular, Im(*) 
é um subrupo de J. 


Proposição 5: Sejam G, Je L grupos. Se f: G —>Jeg:J—L são homomorfis- 
mos de grupos, então o mesmo se pode dizer de go f: G —> L. 

Demonstração: Se a, b E G, então: 

(g > fab) = g(fab)) = glfla)f(b)) = gtHag(r(b)) = (go fa) (go Sb). # 

Corolário: Se f e g são homomorfismos injetores (sobrejetores), então g © f tam- 
bém é um homomorfismo injetor (sobrejetor). 


Demonstração: Imediata. É só lembrar que a composta de duas funções inje- 
toras (sobrejetoras) também é injetora (sobrejetora). 


6. NÚCLEO DE UM HOMOMORFISMO 


Definição 4: Seja f:G —> J um homomorfismo de grupos. Se u indica o elemen- 
to neutro de J, o seguinte subconjunto de G será chamado núcleo de f e denotado 
por Mf) (na literatura é comum também a notação Ker($))': 

NIE) =4x E G | f0) = u} 
Vale observar que, como fte) = u (proposição 2), então e E M(£). Assim, pelo 


menos o elemento neutro de G pertence ao núcleo de f. 


Exemplo 12: Procuremos o núcleo do homomorfismo de grupos f: Z — C* defi- 
nido por f(m) = i” (ver exemplo 8). Como o elemento neutro de C* é o número 1, en- 


3 De kernel do inglês, que significa caroço" ou "semente, em sentida figurado cerne! 
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tão basta resolver a equação i” = 1. Mas, como é bem conhecido do estudo dos nú- 
meros complexos, o conjunto das soluções dessa equação, ou seja, o núcleo de f, é: 
N(£) = (0, +4, +8,..) 

Exemplo 13: Consideremos o homomorfismo f: C* > Rº definido por f(z) = |z| 
(ver exemplo 9). Como o elemento neutro de RŽ, é o número 1, então temos de en- 
contrar as soluções de |z| = 1; ou seja, o núcleo é formado por todos os números com- 
plexos de módulo igual a 1. Como também é sabido, sáo infinitos esses números 
complexos: todos aqueles cujos afixos se situam na circunferéncia de centro na ori- 
gem e raio 1. 

y 
NF) 


Exemplo 14: Consideremos agora o homomorfismo f: Z => Z definido por f(m)=am, 
em que a é um número inteiro dado (ver exemplo 10). Como o elemento neutro de 
Z é o número 0, temos de resolver a equação am = 0. Mas é claro que o conjunto 
das soluções depende de a. Se a = 0, então o núcleo é Z, pois, para todo inteiro m, 
vale a igualdade m - O = 0. Mas, se a + 0, então a única solução de am = 0 é o nú- 
mero 0, e, portanto, neste caso, N(£) = (0). 

Proposição 6: Seja f: G > J um homomorfismo de grupos. Então: (i) N(f) é 
um subgrupo de G; (ii) f é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(£) = (e. 

Demonstração: 

(i) Como f(e) = u (proposição 2), então e E N(f) e, portanto, N(f) + Ø. Por 
outro lado, se a, b E N(f), então f(a) = f(b) = u e, portanto: 

Hab") = Hab = FMI)" = uu! = u 

isso mostra que ab”! E N($). 

ii) (>) Por hipótese, f é injetor e temos de mostrar que o único elemento de 
N(£) é e (elemento neutro de G). Para isso, vamos tomar a E N(f) e demonstrar que 
necessariamente a = e. De fato, como a E N(f£), então f(a) = u. Mas, devido à pro- 
posição 2, f(e) = u. Portanto, f(a) = f(e). Como, porém, f é injetora, por hipótese, 
então a = e. 

(—) Sejam x,, x, E G elementos tais que f(x) = f(x,). Multiplicando-se cada 
membro dessa igualdade por [f(x,)]”', obtém-se f (x )[f(x,))7" = u. Mas, devido ao 
corolário da proposição 3, F(x)L£(x31 7 =F(x,x27'). Portanto, f(x,x,”) = u, o que 
mostra que x,x,7? E N(f) = {e}. Então x, x, ”] = e e, portanto, x, = xz. De onde, f é 
injetor, como queríamos provar. # 
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Exemplo 15: Dos homomorfismos focalizados nos exemplos 12, 13 e 14, só é 
injetor o último, quando a + O. 


7. ISOMORFISMOS DE GRUPOS 


A idéia de isomorfismo já foi esboçada no início desta seção. Mas, dada a sua 
importância, convém mais uma vez chamar a atenção para seus elementos básicos 
através de um exemplo simples. 

Consideremos o grupo multiplicativo G = (1, — 1) e o grupo $, das permutações 
sobre o conjunto (1, 2). Lembrar que 


se ful Bel] 2) 


e a operação, neste caso, é a composição de permutações. 
Observando as tábuas desses grupos: 


=i 
E 
1 

S 
o fo fi 
fo fo f 
f h fo 


verificamos que, salvo quanto ao “nome” dos elementos e das operações, elas são 
idénticas. Mais precisamente, se na segunda tábua substituirmos o por +, fọ por 1 e 
f, por —1, obteremos a tábua de G. 

Formalmente, isso poderia ser traduzido pelo fato de que a aplicação o: G — $y, 
definida por (1) = fọ e o(—1) = f, que obviamente é bijetora, “preserva” as opera- 
ções, no sentido de que: 

1:1=1 bb f= fof =D) 
1e) =-1 > fi= fof = oloi) 
(1): (-1=1 > f=fof, =0(-Do(-1) 

Visto que a aplicação bijetora ø, apesar de trocar os nomes dos elementos en- 
volvidos, “preserva” as operações, os grupos podem ser considerados indistintos na 
medida em que forem vistos apenas como grupos. Daí ser possível até substituir um 
pelo outro se isso for conveniente. 

A definição que segue deriva de situações como essa. 
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Definição 5: Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Se f for também 
uma bijeção, então será chamado de isomorfismo do grupo G no grupo J. Neste caso, 
diz-se que f é um isomorfismo de grupos. Se G = Je a operação é a mesma, f é um 
isomorfismo de G. 


Exemplo 16: A função logarítmica (não importa a base) log: R*, — R é um 
isomorfismo de grupos porque, devido a pré-requisitos para este trabalho: 

+ log(xy) = log(x) + log(y), isto é, log preserva as operações envolvidas (a 
multiplicação de R”, e a adição de R); 

* log é uma bijeção. 


Exemplo 17: Consideremos o produto direto G x L dos grupos G e L. Como já 
vimos (exemplo 7), (1) x L e G x (1) são subgrupos desse grupo. Portanto, ambos 
são grupos para a operação de G x L restrita a seus elementos. Isso posto, pode-se 
mostrar que o primeiro deles é isomorfo a Ł e o segundo a G. A demonstração é aná- 
loga nos dois casos e, portanto, vamos nos limitar a fazê-la para o primeiro. Numa 
questão como esta é preciso, inclusive, descobrir o isomorfismo. Mas isso não é di- 
fícil, observando-se como são os elementos genéricos de um e outro grupos. Se um 
elemento genérico de £ é a, então um elemento genérico de {1} x L é (1, a), Assim, 
é razoável experimentar a aplicação f:L — {1} x L definida por f(a) = (1,a). Vejamos. 

* Se fla) = F(b) então (1, a) = (1, b) e, portanto, a = b. De onde, f é injetora, 

«Se y E {1} x L então y = (t, x), para algum x E L. Como f(x) = (1,x) = y, fica 
provado que f também é sobrejetora. 

« Hab) = (1, ab) = (1,aX1,b) = f(a)f(b) e, portanto, f é um homomorfismo de 
grupos, 

Proposição 7: Se f: G — J é um isomorfismo de grupos, então f7’: J — G tam- 
bém é um isomorfismo de grupos. 

Demonstração: Lembremos primeiro que, como foi provado no capítulo III, o 
fato de f ser uma bijeção garante que f` ! também é uma aplicação bijetora, só 
que obviamente de J em G. 

Assim, falta demonstrar que £7! conserva as operações (mais uma vez aqui 
indicadas multiplicativamente). Para isso, tomemos y4, y, E J. Como f é sobrejetora, 
Yı = f(x) e y, = f(x), para convenientes elementos x, x; E G. Daí, $7 (y) = 
= $7 (£xp) = x, e, analogamente, $7!(y,) = xp. Então: 

E vd = E o) Fog) = FU) = xa = "OS yy # 

Em face do resultado anterior, se f: G — J é um isomorfismo de grupos, então 
pode-se dizer que os grupos G e J são isomorfos. Por exemplo, os grupos (R*,, +) 
e (R, +) são isomorfos, via uma função logaritmica. 


Ce 168 En) 


8. O TEOREMA DE CAYLEY 


Como já vimos, a natureza dos grupos varia amplamente: por exemplo, há gru- 
pos de números, grupos de permutações e grupos de matrizes, entre outros. O ob- 
jetivo central desta seção é dar uma demonstração de que, a despeito disso, há um 
certo elo entre todos eles. Ocorre que, como mostraremos, todo grupo é isomorfo 
a um conveniente grupo de permutações. O teorema de Cayley, que garante esse 
fato, é um exemplo do que se chama em matemática de teorema de representação. 
O fato de todo grupo poder ser representado por um grupo de permutações tem a 
vantagem de dar um certo caráter de concretude ao grupo em estudo, por mais abs- 
trato que este seja. 


Definição 6: Seja G um grupo (continuaremos, para facilitar, com a notação 

multiplicativa). Para cada a E G, a aplicação 

5.6 >G 
tal que 5,¿(x) = ax, para qualquer x € G, será chamada translação à esquerda defi- 
nida por a. De maneira análoga se definiria translação à direita. 

No caso de G ser um grupo aditivo, a translação à esquerda definida por um 
elemento a € G é assim definida: d,(x) = a + x. 

Nas considerações a seguir, é indiferente usar translações à esquerda ou à di- 
reita, mas usaremos as primeiras. 

Proposição 8: Toda translação é uma bijeção, ou seja, é uma permutação dos 
elementos de G. 

Demonstração: Seja 8, uma translação de G e suponhamos 5,(x) = da(y). Então 
ax = ay e, portanto, x = y, uma vez que todo elemento de um grupo é regular. Isso 
mostra que 5, é injetora. Para mostrar que é sobrejetora, dado um elemento qual- 
quer y € G, deve ser possível encontrar x E G tal que ax = y. Mas, como já vimos, essa 
equação tem solução no grupo: o elemento a” "y E G. Então 5, é sobrejetora. 

Adotando-se a notação T(G) para indicar o conjunto das translações em G e 
lembrando que S(G) foi a notação adotada para o conjunto das permutações dos 
elementos de G, então a proposição anterior nos diz que T(G) C S(G). # 

Proposição 9: (i) A composição de translações é uma operação sobre T(G); 
(ii) a inversa da translação ô, é a translação 3, - 1; (iii) T(G) é um subgrupo do gru- 
Po (S(G), ©) das permutações dos elementos de G, 


Demonstração: 
(i) Sejam ô, e 3, translações de G. Então: 


(8,05, Hx) = 3518500) = 5,(bx) = a(bx) = tab)x = 3aslx) 


O que mostra que 3,08, = das- 
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(ii) Como à, é bijetora (proposição anterior), procede falar em aplicação inversa 
neste caso. E o enunciado já aponta a “candidata”: a translação ô,- 1. Daqui para a 
frente é apenas uma questão de verificação: 

+ Como (8,08, -1)00) = 8,8, 100) = B,t07]x) = ala!) = (aa ')x = x = iglx), 
então 5,08, 1= ig. 

« Da mesma forma se prova que 5¿-150, = ig. 

Portanto, efetivamente, 3, -1 é a inversa de 8,, isto é, (85) !=8,-1. 

(iii) Sejam à, e à, € T(G). Então: 

Sac (SeT! = 8,0(84-1) = Bap-1 

De onde, SaO (Sp)! E T(G) e, portanto, T(G) é um subgrupo de S(G). # 

Proposição 10 (teorema de Cayley): Se G é um grupo, a aplicação f: G —> T(G) 
que associa a cada elemento a a translação 5, (isto é, f(a) = 55) é um isomorfismo 
de grupos. 


Demonstração: 

“Sea b E G e fía) = f(b), então à, = dp. Portanto, 3, (x) = 3¿(x), qualquer que 
seja x € G. Lembrando a definição de translação, temos que ax = bx, qualquer que 
seja x € G. Em particular, para o elemento neutro e, ae = be, ou seja, a = b. Isso 
mostra que f é injetora. 

+ Como uma translação é sempre do tipo 3,, com a € G, então necessariamente 
f é sobrejetora. 

+ Para quaisquer a,b E G: 

flab) = das = 5,05, = fla) o f (b) 
e, portanto, f é um homomorfismo de grupos. 4 

O teorema mostra que o grupo T(G) é uma representação do grupo G. Como 
os elementos de T(G) são particulares permutações dos elementos de G, então efe- 
tivamente todo grupo pode ser representado por um grupo de permutações dos 
elementos de G. 


Exemplo 18: Consideremos o grupo aditivo Z, das classes de resto módulo 3. 
Para facilitar a notação, deixaremos de colocar traços sobre os elemento de Z y, Por- 
tanto, Z, = (0, 1,2) e a operação considerada é a adição módulo 3 (por exemplo, 
2 + 2=1).A tábua do grupo, sem os traços, fica assim: 


+/0/112 
0/0/1/2 
11/20 
2|2|0/1 
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Para encontrar o modelo fornecido pelo teorema de Cayley para esse grupo 
indicaremos as permutações como em 2.4 (xii-b). Assim, a translação à esquerda 
definida por a, ou seja, a aplicação à, que associa a cada x do grupo o elemento 
a + x (lembrar que Z, é aditivo), será denotada por: 


1 2 
a+1 a+2 
Portanto, as translações são: 


s=[ 0 1 2 o 
ºlo+o 0+1 0+2/=10 1 2 
5,=( 0 1 2 -(º 12 
Tiro 1+1 1+2/ 11 2 0 
-{ 0 1 2 l=($ 1 Al 

2+0 2+1 2+2) 12 0 1 


De onde: 


meus a Ea] 


é o grupo de permutações que representa Z 3, conforme o teorema de Cayley. 


E 
48, Verifique em cada caso se f é um homomorfismo: 

a) f:Z — Z dada por f(x) = kx, sendo Z o grupo aditivo dos inteiros e k um 
inteiro dado. 

b) £: R* — R* dada por f(x) = |x|, sendo R* o grupo multiplicativo dos reais. 

c) f:R — R dada por f(x) = x + 1, sendo R o grupo aditivo dos reais. 

d) £:7 => Z x 7 dada por f(x) = (x, 0) em que 7 e Z x Z denotam grupos 
aditivos. 

e) £ZxZ => Z dada por f(x, y) = x em que Z e Z x Z denotam grupos aditivos. 

f) £Z — R$ dada por f(x) = 2*, em que Z é grupo aditivo e RÍ, é grupo 
multiplicativo. 


49. Determine os homomorfismos injetores e sobrejetores do exercício 48. 
50, Determine o núcleo de cada homomorfismo do exercicio 48. 


51. Seja f: Z x Z — Z x 7 dada pela lei f(x, y) = (x — y, 0). Prove que f é um homo- 
morfismo do grupo aditivo Z x Z em si próprio. Obtenha M(f). 


52. Das aplicações a seguir, algumas são homomorfismos do grupo multiplicativo C*. 


E m7 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61 


Descubra quais e determine o núcleo de cada uma. 


1 
a zsz e) fiz) = -3 
f) fiz) = -z 

9 f(z) =z 


Prove que a aplicação f: Z — C* dada por f(n) = i” é um homomorfismo do 
grupo aditivo Z no grupo multiplicação C*. Determine N(f). 


Sejam G e J grupos multiplicativos, f um homomorfismo de G em 4 e H um 
subgrupo de J. Mostre que f !(H) = {x € G | f(x) E H} é um subgrupo de G. 


Sejam G um grupo multiplicativo comutativo e n um número inteiro positivo, 
Mostre que a aplicação f(x) = x” é um homomorfismo de G. 


Prove que um grupo G é abeliano se, e somente se, f: G — G definida por f(x) = 
=x" é um homomorfismo. 


Seja R* o grupo multiplicativo dos números reais não nulos. Descreva explicita- 
mente o núcleo do homomorfismo “valor absoluto” x > |x| de R* em si mesmo. 
Qual é a imagem desse homomorfismo? 


Sejam os grupos (G, +) e (J, +) e seja G x J o produto direto de G por 4. Estabeleça 
quais das aplicações abaixo são homomorfismos e determine seus núcleos. 
a) fı: G xJ — G dada por f,(x, y) = x 

b) fx: G x J= J dada por f(x,y) = y 

c) fy G — G x J dada por fatx) = (x, 1) 

d) fa Gx J— Jx G dada por f¿(x, y) = (y, x) 

e) fs: J — G x J dada por fsty) = (1, y) 


Construa a tábua de um grupo G = (e, a, b, c} que seja isoformo ao grupo mul- 
tiplicativo H = {1, i, —1, —i). 


Construa a tábua do grupo multiplicativo G = (e, a, b, c} de modo que G seja 
isomorfo do grupo (Z5, +). Em seguida, resolva em G a equação axb ! = c?. 


+ Mostre que G = P(fa, bj) com a operação diferença simétrica e o grupo H = (1, 


3,5,7} com a operação de multiplicação módulo 8 são isomorfos. 
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62. Mostre que se G = (e, a, b, c} é um grupo, de ordem 4, com elemento neutro e, 
então só há duas possibilidades essencialmente distintas para a tábua de G. 
Sugestão: Notar que a*b = e ou a*b = c. 

Observação: Um grupo G = fe, a, b, c}, de ordem 4, em que a? = b? = c? = e (ele- 
mento neutro), chama-se grupo de Klein. 


63. Mostre que o grupo de Klein, G = (e, a, b, c}, e o grupo aditivo Z4 não são iso- 
morfos. 
Sugestão: Tomar um possível homomorfismo f: Z4 > G e mostrar que f não 
é bijetora. 


64. Sabendo que G = (e, a, b,c, d, f} é um grupo multiplicativo isomorfo do grupo 
aditivo Z,, faça o que se pede: 
a) Construa uma tábua para G. 
b) Calcule a?,b7%e 7, 
c) Obtenha x E G tal que bxc=a”!. 


65. Mostre que f: Z — 2Z dada por fín) = 2n, Yn € Z, é um isomorfismo do gru- 
po aditivo Z no grupo aditivo 2Z. 


66. Seja a E€ RŽ ea #1. 


a) Mostre que G = {a" | n € 7) é um subgrupo de (R*,, -). 
b) Mostre que f: Z — G tal que fín) = a” é um isomorfismo de (Z, +) em (G, -). 


67. Prove que a função exponencial f(x) = a”, com 0 < a + 1, é um isomorfismo 
do grupo aditivo R no grupo multiplicativo Ri. 
Qual é o isomorfismo inverso? 


68. Mostre que G = (273" | m, n € Z) e J= {m + ni | m,n € Z} são subgrupos de 
(R*, -) e (C, +), respectivamente, e que são isomorfos. 


69, 


Seja Aut(G) o conjunto de todos os automorfismos de um grupo G (isomorfis- 
mos de G em G). Mostre que (Aut(G), ©) é um grupo. 


70. Prove que se G é um grupo náo comutativo, entáo Aut(G) também é náo co- 
mutativo. 


71. Determine todos os automorfismos do grupo de Klein. 
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72. Seja a um elemento fixo do grupo G (multiplicativo). Prove que f:G — G defini- 
da por f(x) = axa 1 é um isomorfismo. 


73. Mostre que há pelo menos dois homomorfismos e ao menos um isomorfismo 
de um grupo nele próprio. 


Exercício complementar 


C4. Mostre que f é um isomorfismo do grupo aditivo dos racionais se, e somente 
se, existir c € Q* de modo que f(x) = cx, Vx E Q. 


IV-3 GRUPOS CÍCLICOS 


9. POTÊNCIAS E MÚLTIPLOS 


Os conceitos de potência e múltiplo a serem introduzidos neste item são simi- 
lares no que se refere a grupos. A diferença é apenas de notação. Enquanto o pri- 
meiro desses conceitos se refere a grupos multiplicativos, o segundo se refere a 
grupos aditivos. Por essa razão, basta desenvolver o assunto com uma das notações 
e o faremos com a multiplicativa, por ser mais simples e de uso mais frequente na 
teoria dos grupos. Ao final, enunciaremos a definição e as propriedades para o ca- 
so aditivo. 


Definição 7: Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m é um número in- 
teiro, a potência m-ésima de a, ou potência de a de expoente m, é o elemento de G 
denotado por a” e definido da seguinte maneira: 

*sem = 0, por recorrência, da seguinte forma 


a? = e (elemento neutro de G) 
a" = a™'a, se m > 1 
*sem<0 
a” = (any 
A definição por recorrência no caso m = Q deve ser interpretada assim: a! = 
=a 'a = aa = ea = a; a? = @?™’a = a'a = aaa? =a* a = a?a = (aaa, etc. 
Uma conseqüència imediata dessa definição é que, para todo inteiro m, vale 
=e. 
Exemplo 19: No grupo multiplicativo GL;(IR) das matrizes reais 2 x 2 inversíveis, 


i: 1" 3 a 
seja A=( | Ei : 
J 2 A ntão; 


1 


ca N I- 


Exemplo 20: No grupo multiplicativo Z% das classes de resto módulo 5, seja 
a = 2. Então: 


A * = ivea -ada = 1. ( 3 neo E 


Exemplo 21: No grupo S; das permutações dos elementos de (1, 2, 3), seja a = 


=Í} z $). Então: 
2 3 1 


2 3) ea = a;a (1 2 ol! 2 3) Z (! 2 ha 
2 3) 2-31 Dir doi] 312 
=qa= ls E 3) o ( 3 3) = ( 5 3) =e;.. (É importante observar que, 


neste caso, as potências de expoente positivo se repetem ciclicamente a partir des- 
= aoa = 0°; dÉ = a?; etc); 


ta última; ou seja, af = ařoa = eoa = a; a° = ato 


y 
at=(1 E dba 2 == (1 E) =( Es 
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Proposição 11: Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n são números inteiros 
e a € G, então: 

() ava”=a"*”, 

ti) a”=(a7) |; 

(iii) (ary = 0º”, 

Demonstração: 

0) 

* Demonstraremos primeiro para o seguinte caso particular: n = 0e m +n = 
= 0,0 raciocínio será por indução sobre n. 

Se n = 0, então a™a” = a™a? = ae = a” = a" *º = a? +”. Portanto, a pro- 
priedade é verdadeira quando n = 0. Seja r = 0 e suponhamos que, para qualquer 
inteiro m tal que m + r > 0, se tenha a” '! = a”a', Então aa!!! = a”(a'a) = 
=(a”a'ja = a™+'a É air +")+1, (Chamamos a atenção para o seguinte: nas passagens 
assinaladas com * usamos a definição de potência, o que é possível porque r + 1 =1 
em+r+1 = 1;e na passagem assinalada com ** usamos a hipótese de indução.) 

* Para o caso geral, sejam m e n inteiros quaisquer. Tomemos um número in- 
teiro p > 0 tal que p + n>0ep + m+n > 0,0 que obviamente sempre é pos- 
sível. Isso posto, observemos primeiro que, devido à definição, efa? = aa”)! = e. 
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Então: 
a+ = gm Mara?) = (atra?) PL am tMtog P= gm +OP PË (gm antoja PE 
E [o”ta"aP la"? = [{a™a")aP]a 7P = (a Talara”) = (a™a”)e = ara” 
(Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a conclusão anterior.) 

(li) Observemos que, devido a (i),a7”a” = al Mim = a? = e; analogamente, 
a” a” = e. Portanto, cada uma dessas potências é inversa da outra. Logo, a ™ = 
= (amy, 

(iii) O caso em que n = 0 se demonstra por indução sobre n e deixamos como 
exercício. Suponhamos n < 0, Então: 

(aj? É tam) "5! = (amem 
(Na passagem assinalada com * usamos a definição; na assinalada com ** usa- 
mos (ii)) 4 

Um corolário imediato dessa proposição é que duas potências quaisquer de 

um mesmo elemento do grupo comutam entre si. Isto é sea E Gem ne Z, 


vit gro 


então aa” = aa”. 
Definição 8: Seja G um grupo aditivo. Se a E G e m é um número inteiro, o 
múltiplo m-ésimo de a é o elemento de G denotado por m - a e definido da se- 
guinte maneira: 
* se m = 0, por recorrência, da seguinte forma 
0 - a = e (elemento neutro de G) 
m-a=(m-1)-a+asem>1 
«sem<o 
mra=-[(-m)- a] 
Exemplo 22: No grupo aditivo M,(IR) das matrizes reais 2 x 2, seja A = E 2). 


Então: 


slo da 


) 
de dor 


nO O A CI PO a2 
tau la Fila i E dhE at A E je k (; 3) 
=-(2 e o Sole: 

6 8 -6 -8 

Proposição 12: Seja G um grupo aditivo, Se m e n são números inteiros ea EG, 
então; 

()m-a+n-a=(m+nm-a 

(id (~m) - a = —(m-a); 

(iii) n - (m + a) = (nm) - a. # 
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10. GRUPOS CÍCLICOS 


Se a é elemento de um grupo multiplicativo G, denotaremos por [a] o subcon- 
junto de G formado pelas potências inteiras de a, ou seja, [a] = fa” | m € Z}. Esse 
subconjunto de G nunca é vazio, pois e, o elemento neutro de G, pertence a ele, 


uma vez que e = dº, 


Proposição 13: (i) O subconjunto [a] é um subgrupo de G; (ii) se H é um sub- 
grupo de G ao qual a pertence, então [a] CH. 

Demonstração: 

(1) Como já observamos, [a] + Ø. Sejam pois u e v elementos de [a], Então u = 
= a” e v = a”, para convenientes inteiros m e n. Daí, uv”! = ata”) ! = a”a™ = 
a"=". Isso mostra que uv”! E [a]. De onde, [a] é um subgrupo de G. 

(ii) Se a E H, então toda potência de a também pertence a H e, portanto, 
[al C H. # 

A segunda parte dessa proposição nos diz, em outras palavras, que [a] é o 
“menor” subgrupo de G que inclui o elemento a. 


Definição 9: Um grupo multiplicativo G será chamado grupo cíclico se, para 
algum elemento a € G, se verificar a igualdade G = [a]. Nessas condições, o elemen- 
to a é chamado gerador do grupo G. 

Então, dizer que um grupo multiplicativo G é cíclico significa dizer que G = 
=(a" |m € Z), para algum a € G.E no caso aditivo significa, ajeitando-se a notação, 
que G inclui um elemento a tal que G={m -a |m E7} =[.(-D): a -ae=0-a, 
. O fato de m ser variável no conjunto Z, que é infinito, não quer dizer 
que [al seja infinito, como será visto, Como veremos, também, um grupo cíclico 
pode ter mais do que um gerador. 


Exemplo 23: No grupo multiplicativo €*, encontrar o subgrupo gerado por j. Por 
definição, [i] = (17 | m € Z}. Mas, como se vê no estudo dos números complexos, 
esse conjunto só tem 4 elementos, 1, i, —1, —i, obtidos respectivamente quando 
m=4q,m=4q + 1,m=4q + 2em= 4q + 3. Portanto, [i] = {1,—1, i, —i}. É opor- 
tuno, nesta altura, mostrar a tábua desse grupo: 


: 1 ap i = 


Exemplo 24: Seja n > 1 um número inteiro. O conjunto das raizes n-ésimas da 
unidade é um subgrupo do grupo multiplicativo C* e é cíclico. De fato: 


me 


» Sejam a, B raízes n-ésimas da unidade. Então a” = 1 e B” = 1 e daí tap" = 
= 08")? =1-17!=1. Portanto, trata-se de um subgrupo de C*. 
« O conjunto das raízes n-ésimas da unidade é: 
[cos[(2k=)/n] + iseni(2k=)/n] [x=0,1,2,..,n— 1} 
Observe-se que T, = cos[(27)/n] + isen(27)/n] gera todas as raízes, pois 
= cos[t2kn)/n] + ¡sen[(2k)/n]. Uma raiz, como x,, geradora do grupo multiplica- 
tivo das raízes da unidade, chama-se raiz primitiva n-ésima da unidade. 


Exemplo 25: No grupo $3, encontrar o subgrupo gerado por f, = Bl E SL 
Observemos que s=] A 3) = fo (elemento neutro), f4' = fp f? = G 5 Me 


AV DAT EB af 3)o(} 2 3)=(1 2 3)= 
ob 3 3 6 1 3 fafi E 1 Job 3 1) 12 3) 
= fof frf = tah! 


ciclicamente.) 
Por outro lado: 


K i z Dar 


= fo = fo fr’ = fat E ty. 
de fo, fı e fa) 

Portanto, [F1] = {fo fy £2)- 

Mais à frente, com a teoria a ser desenvolvida, teremos condições, em casos 
como esse, de determinar os elementos do grupo cíclico sem precisar fazer tantos 
“cálculos! Convém observar ainda que, repetindo esse raciocínio para os demais ele- 
mentos do grupo (exercício que recomendamos aos estudantes), encontraríamos o 
seguinte: [fo] = {fo}; Ifa] = {fo fy fab; [91] = {fo 9): 192) = {fo 92); [gal = {fo 93} 
Isso mostra que $; não é gerado por nenhum de seus elementos e, portanto, que 
não é um grupo cíclico. 


« - (Notar que as permutações fg, f, e f, se repetem 


A E CU 


(Notar que também aqui há repetição cíclica 


Exemplo 26: O grupo aditivo Z é cíclico, pois todos os seus elementos são múlti- 
plos de 1 ou de —1. De fato, Z = {m -1 |m E Z} ou Z = {m - (-1)| m € Z}. Por- 
tanto, Z = [1] = [- 1]. Os números 1 e —1 são, na verdade, os únicos geradores de Z. 

Proposição 14: Todo subgrupo de um grupo cíclico é também ciclico. 

Demonstração: A demonstração será feita, mais uma vez, com a notação mul- 
tiplicativa, e o elemento neutro do grupo será denotado por e. Assim, se H é um 
subgrupo do grupo cíclico G = [a], então todo elemento de H é do tipo a”, para 
algum inteiro m, pois também é um elemento de G. 

Suponhamos que H = (aº) = {e}. Nesse caso, H é cíclico gerado por al = e, pois 
qualquer potência de e é igual ao próprio e. 
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Caso contrário, H inclui um elemento a” cujo expoente é diferente de zero. 
Mas, como (97)! = a7” € H, então pode-se dizer que, neste caso, H possui um 
elemento de expoente estritamente positivo. Seja h o menor inteiro estritamente 
positivo para o qual a” E H. Mostraremos que b = a” gera H, ou seja, que H = [b]. 
Para isso, tomemos um elemento genérico x = a” E H.O algoritmo euclidiano usa- 
do com n como dividendo e h como divisor garante que se podem encontrar dois 
inteiros q e r tais que 

n=hq+r(0=r<h) 
Portanto: 
x= a" = a"? *! = (ata 

Daí: 

a = (a) 9x = bx 

Como, porém, (b) ? € H (porque b € H) e x € H (por hipótese), então a E H 
(por ser o produto de dois elementos de H). Portanto, não se pode ter r > 0, pois 
isso implicaria a existência de um elemento em H de expoente estritamente posi- 
tivo e menor que h, o que não é possível. Então r = 0 e 

x=a" =a" = (a)? =b 
e, portanto, x E [b] = [a"]. Esse raciocínio mostra que H C [6]. Mas também vale a 
inclusão contrária, pois, se b E H, o mesmo se pode dizer de qualquer potência de b. 
De onde, H = [b]. # 

Exemplo 27: Devido à proposição anterior, pode-se garantir que um subcon- 
junto não vazio H C Z é um subgrupo de (Z, +) se, e somente se, H = [m], para 
algum inteiro m € H. Portanto, os subgrupos de Z são: 

[0] = {0}, 11] = [-1] = Z, [2] = 1-2] = (0, +2, +4, ..), [3] = [1-3] = (0, 13, +6, ..), etc. 


11. CLASSIFICAÇÃO DOS GRUPOS CÍCLICOS 


Seja G = [a] um grupo cíclico. Dois casos podem ocorrer: 

Caso 1: a" + a* sempre que r + s. 

Um exemplo que se enquadra nessa exigéncia é o subgrupo G gerado pelo nú- 
mero 2 no grupo multiplicativo Q*, ou seja, G = [2] = {~~ 27?, 27, 2° = 1, 2, 22, ..). 

Nesse exemplo, chama a atenção a seguinte aplicação de Z em [2]: 


-23 0 4, 0, E Se 
y y l t 1 
a a Ad r Diciro 26 


No caso geral de um grupo cíclico G = [a], ela é definida por r > q” e tem, como 
veremos, um papel fundamental no que se refere à representação dos grupos enqua- 
drados neste caso. Com vistas a estudar esse papel, denotaremos essa aplicação por f. 
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Portanto, f: Z —> G = [a] é a aplicação assim definida: f(r) E 

» Devido à própria definição dos grupos cíclicos do caso em estudo, ou seja, 
a! + a sempre que r + s, a aplicação f é injetora. 

+ Ela também é sobrejetora, porque todo elemento de y € G pode ser escrito 
como y = a, para algum inteiro r, e, para esse elemento, fl) = a' = y. 

+ E é um homomorfismo do grupo aditivo Z no grupo G. De fato: 


fm + n) =a" +” = aa" = mf) 
Portanto, acabamos de demonstrar a seguinte proposição. 


Proposição 15: Se G = [a] é um grupo cíclico que cumpre a condição do caso 
1, então a aplicação f: Z — G definida por f{r) = a” é um isomorfismo de grupos. 

O fato de a aplicação f ser uma bijeção tem como conseqúéncia que os conjun- 
tos Z eG = [a] têm a mesma cardinalidade e, portanto, G é infinito. Por essa razão, 
os grupos que se enquadram no caso 1 são chamados grupos cíclicos infinitos. No 
aspecto algébrico, o fato de f ser um isomorfismo leva à conclusão de que todos 
os grupos cíclicos infinitos são cópias do grupo aditivo Z. 


Caso 2; a' = a° para algum par de inteiros distintos, r e s. 

Suponhamos r > s. Então a'(a%)* = a'(a”) 1=ee,daí,a” *=e em que r~s > 0. 
Isso mostra que há potências de a, com expoentes estritamente positivos, iguais 
ao elemento neutro e. Portanto, é possivel fazer a seguinte escolha: seja h o menor 
número inteiro estritamente positivo e tal que a =e. 

Entáo a” = e, a+? = a'a = ea = a,a"*? = a+ 'a = aa =a?,...Ou seja, a partir 
do expoente h as potências de a se repetem ciclicamente. Uma primeira pergun- 
ta que surge é se na seqüência de potências a° = ea! = a, a?,...,a” | há elemen- 
tos repetidos. A resposta é negativa. De fato, suponhamos a =a como si <j< h. 
Então 0 < j — i < heal" alla) * =ai(a'”! = e. Mas isso é absurdo, porque, 
dada a escolha de h, não se pode ter simultaneamente 0 <j — į < hea Tze 

A segunda pergunta é se há outros elementos no grupo além de e, a, ab, 
A resposta também é negativa. De fato, seja x um elemento de G = [a]. Então, x = a' 
para algum inteiro m. Usando-se o algoritmo euclidiano com m como dividendo e 
h como divisor: 


m 


m=hq+r(0=r<h) 
Entáo: 
a” = a"? '! = (ata! = ela" = ea' = al 
Como os valores possíveis de r são 0, 1, 2, „h — 1, então as possibilidades para a” 
são a? = e, a! = a, aè, „a ` '. Isso mostra que [a] Cla = e, a’ =0,47, „u ad 
Obviamente, porém, devido á definicáo de [al, vale a inclusáo contrária. De onde, 
[a] = {a? = e, a! = a, a?,... a?” '} e a ordem desse grupo é h. 


Demonstramos, pois, a seguinte proposição. 
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Proposição 16: Seja G = [a] um grupo cíclico que cumpre as condições do ca- 
so 2. Então existe um inteiro h>0 tal que: (i) a”= e; (ii) a'+ e sempre que 0<r<h, 
Neste caso, a ordem do grupo é h e 

G = [a] = {e, a, a, „a ~ 1} 

Como não poderia deixar de ser, o grupo, neste caso, é chamado grupo cíclico 
finito, e o expoente h, com o significado das considerações anteriores, período ou or- 
dem de a. Em suma, o período de um elemento a de um grupo é um inteiro h > O 
se: (i) a? = e; (ii) a” + e, qualquer que seja o inteiro r sujeito às restrições 0 < r < h. 
É claro que, neste caso, a gera um grupo de ordem h. 

Se, para qualquer inteiro r +0, a'+ e, então se diz que a ordem ou período de 
a é zero. Se a ordem de um elemento de um grupo é zero, então ele gera um subgru- 
po cíclico infinito. De fato, neste caso não se pode term + ne a” = a”, pois, supon- 
do, por exemplo, m > n, então a” ~” = e, o que é impossível, devido à suposição 
feita. 

De modo geral, o período de um elemento a de um grupo é denotado por o(a). 


Exemplo 28: O período de 1 no grupo multiplicativo dos números complexos é 
1, uma vez que 1! = 1,0 período de —1 é 2, porque (-1)' = —1e(-12=1,e0 
período de į é 4, pois } =1il=i?=—1,P = —i e if = 1. Nesse mesmo grupo, 
o período do número —i também é 4, como é fácil ver. 

Os números 1, — 1,5, —i considerados são as raízes quárticas da unidade. Como 
vimos, duas delas, ¡e —i, as raízes primitivas, têm período 4 e, portanto, cada uma 
delas gera o grupo das raízes quárticas. De modo geral, como já vimos (exemplo 24), 
o conjunto das raízes n-ésimas da unidade é um subgrupo de C* e é cíclico. Qual- 
quer dos seus geradores, ou seja, qualquer raiz primitiva n-ésima da unidade, como 
Ta = cos(27/n) + isen(2x/n), por exemplo, tem período n. 

Ainda no grupo multiplicativo €*, o elemento 2i, por exemplo, tem ordem zero, 
uma vez que (2)” = 2%" = 2", —2", 2" ou —2"; e nenhum número desse tipo é 
igual a 1. 

Proposição 17: Seja a um elemento de período h > O de um grupo G. Então 
a” = e se, e somente se, h | m. 

Demonstração: 

(=>) A idéia aqui é usar o algoritmo euclidiano com m como dividendo e h co- 
mo divisor; 

m=hqg+r(0=r<h) 
Entáo: 


e =a” = qt! 1 alg" = (aba! = ea! = eal = a 


Ou seja, a” = e. Como não se pode ter r > 0, pois isso contraria a hipótese de 
que o período de a é h, então r = 0 e, portanto, m = hq. De onde, h | m. 
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(—) Se h | m, então m = hg, para algum q € Z. Então,a” = a" = (a)? = e? = e. # 

Proposição 18: Seja G = [a] um grupo cíclico finito de ordem h. Então: (i) a cor- 
respondência s H>a* é uma aplicação de Z., em G; (ii) essa aplicação é um isomor- 
fismo do grupo (Z,, +) no grupo (G, -). 

Demonstração: 

(i) Nesta parte temos de demonstrar que nenhum elemento de Z, tem dois 
associados em G, ou seja, que a duas representações de um mesmo elemento de Z, 
está associado, pela correspondência definida, o mesmo elemento de G. De fato, 
suponhamos 7 = T. Então, r — t = hq para um conveniente inteiro q. Daí: 

a = att "4 = a'a”? = ata" = a'e? = a'e =a' 

Portanto, se 7 =T, então a” = al. 

(ii) Seja f: Zp — G definida por f(r) = a”. 

«Sea = a, então a'” * = e e então, devido à proposição anterior, r — $ = hq, pa- 
ra algum inteiro q. Daí r = s (mod h) e, portanto, r = 5. Isso mostra que f é injetora, 

+ Seja y E G. Então, y = a” para algum inteiro r, sujeito às restrições 0 = r < h. 
De onde,r E€ Z,e 

fin) =a =y 
Fica provado, pois, que f também é sobrejetora. 
+ Por fim, sejam 7,3 € Z, Então: 
FU +5) =fr Fs) =a T= aa = fT) +16) 
e, portanto, f é um homomorfismo de grupos. Juntando tudo, conclui-se que f é 
um isomorfismo de grupos, como queríamos provar. 7# 

Essa proposição nos dá conta de que o grupo aditivo Z, é uma cópia aditiva de 
todos os grupos cíclicos finitos de ordem h. Igualmente, o grupo das raízes h-ésimas 
da unidade é uma cópia multiplicativa. 


12. GRUPOS DE TIPO FINITO 


Seja (G, +) um grupo e L = (41,4), ... a,) um subconjunto de G. Considerando 
que a coleção dos subgrupos de G que contém £ não é vazia (pelo menos G perten- 
ce a ela), a questáo que nos propomos é a seguinte: qual o menor subgrupo de G 
que contém 1? 

Para responder a essa pergunta, procuraremos generalizar o que foi feito para 
subgrupos cíclicos, Denotemos por [L] o conjunto de todos os elementos de G que 
se podem expressar da seguinte maneira: x,”1, X772...X,”1, €M QUE Xy, Xz: u Xy EL 
e os expoentes são inteiros. Provemos primeiro que IL] é um subgrupo de G. 

De fato, se u, v E [L], então u=x("1,x7"2...x/"re v=yy1,y7"2...yf't, para conve- 
nientes elementos Xy, Xp nr X, Yy Y2 ms Yı E L e expoentes inteiros. Daí: 
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uv =x Piso PE Y YA 


expressão que nos autoriza a afirmar que uv”! € [L], pois nas potências do segun- 
do membro as bases são elementos de L e os expoentes são inteiros. 

Por outro lado, seja H um subgrupo de G que contém L. Mostraremos que 
H D [!], o que completará nossa resposta à questão inicial. Para isso, tomemos 
u E [L]. Então u =x/M1x772 x" COM Xy, Xg -e X, E L e expoentes inteiros. Como 
pertencem a L, os elementos Xy, Xz, .., X, também pertencem a H. E, como H é um 
subgrupo de G, então x1, X32, „u X/"r € H. Pelo mesmo motivo, também pertence 
a Ho produto desses elementos, ou seja, u E L. Se todo elemento de [L] é também 
elemento de H, então efetivamente, nas condições enunciadas, [L] C H. 

O subgrupo [L] assim definido é chamado subgrupo de tipo finito gerado por 
L. Um grupo G se diz de tipo finito se existe L C G, L finito, e tal que [L] = G. 


Exemplo 29: Um grupo cíclico G = [a] obviamente é de tipo finito. Neste caso, 
mantida a notação das considerações anteriores, L = {a}. 


Exemplo 30: O produto direto de dois grupos cíclicos G = [a] e H = [b] é de ti- 
po finito. De fato, se L = {(a, 1), (1, b)}, em que, por simplicidade, o símbolo 1 indi- 
ca tanto o elemento neutro de G como o de H, então G x H = [£]. Para mostrar isso, 
basta observar que, para todo elemento (a”, b”) E G x H, vale a igualdade 

(a™, b”) = (a, YP, b)” 

Exemplo 31: O grupo $; das permutações dos elementos de {1, 2, 3) é de tipo 

finito. De fato, como já vimos em 2.4 (xii-b), se 


(123 (12 3) 
As 6 34 ) E (i 3 2) 
então Sy = (5º, f1% 914 9141, 91$ 1h em que se adotou a notação multiplicativa 


em lugar da usada normalmente para a composição de aplicações. Essa maneira 
de escrever os elementos de $} mostra que, se L = {f}, 91), então Sy = [L]. 


> Lxercícos ] 
74. Construa os seguintes subgrupos: 
a) [-1], em (Q, +) 
b) 3), em (Z, +) 
c) [3] em (Q*, -) 
d) [1] em (C*, +) 


75. Mostre que todo grupo de ordem 2 ou 3 é cíclico. 


76. Ache um grupo de ordem 4 cíclico e um não cíclico. 
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77. Mostre que os elementos não nulos de 7,3 formam um grupo multiplicativo 
cíclico isomorfo ao grupo aditivo Z 2. 


78. Mostre que (Zm, +) é cíclico, Ym > 1. 
79. Mostre que todo grupo cíclico infinito tem dois, e somente dois, geradores. 


80. Mostre que todo subgrupo H + {e} de um grupo cíclico infinito é também 
infinito. 


81. A tábua ao lado define uma operação - que confere ao conjunto E = fea be, 
d, f} uma estrutura de grupo. ne 


Pede-se determinar: a é a z E E f 
a) o subgrupo gerado por b; alalbicidifle 
b) o periodo de d; b|jblc|d|flela 
c) os geradores de G; cleldjflelalb 
d) x E G tal que bxc = d™'. dld|fjeja bic 
fifjelalbicid 
| Resolução | 
a) b° = e, b' = b, b? = d, b? = b?b = db =e 
(61 = {e, b, d} 
b) d? =e,d' =d, d =b, d° =e 
Então, old) = 3. 
c) Já sabemos que e, b, d não são geradores de G. Por outro lado: 
[a] = fe, a, b, c, d, f} = f 
ec 
Portanto, os geradores de G são a e f. 
d) bxc = de b 'bxec™ = bold 1! ex mb de "então x = dbc = ec = c. " 


82. Seja G = {e, a, b, c, d, f, g, h} um grupo cuja tábua é mostrada abaixo, 


Pede-se determinar: «Telafbl|c já | f Ts h 

a) o subgrupo gerado por b; elelalbl|lc|ld|fl|glh 

b) o período de d; alalalclo|flel[h|b 

c) os geradores de G; 

d) x € G tal que a » x < b™' = d. bjblhlalalg iclelt 
clelbltjd|hlojale 
did|lf|lglh|ela|b]c 
flt|lelh|blaldl|cl|g 
glal<¡e[r jb|nldaja 
hlhjgla|e|c|b|f]|d 
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83. Sejam m € Z,m > 1.Indicando por G,, o conjunto das raízes m-ésimas comple- 
xas de 1, mostre que (Gm, -) é um subgrupo cíclico de (C*, -). 


84. Sejam a e b elementos de um grupo multiplicativo G. Supondo o(ab) = h > 0, 
mostre que o(ba) = h. 
“Se ola b) = h > 0, temos: 
tab" = e e (ab) + e ¡E(1,2,...h- 1) 
Temos, por outro lado: 
1) (ba) = blab) - 'a = blabla =bb"laTla=e 
2) Seje (1,2,...,h — 1) e (ba)! = e decorre: 
blab)! o! s (ab)! T ' = bota! o. (ab)! = (ab) ? 
Isto é, (ab)' = e, e isso é absurdo. Ê. 


85. Mostre que o único elemento de um grupo de ordem 1 é o elemento neutro. 


86. Seja a + e um elemento do grupo G. Prove que o(a) = 2 se, e somente se, go =q”!, 


87. Seja G um grupo finito de ordem par. Mostre que o número de elementos de G 
de ordem 2 é ímpar. 


88. Seja G um grupo multiplicativo e x E G. Mostre que, se existe um inteiro n, 
n = 1, tal que xº = e, então existe um inteiro m = 1 tal que x ! =x”, 


89. Se a, b e ab do grupo multiplicativo G têm ordem 2, então ab = ba. Prove. 


90. Seja G um grupo multiplicativo e suponha a E G. Mostre que o(a) = o(a") = 
= 0(xax7!), Yx E G. 


91. Seja G um grupo finito. Se x E G, mostre que 3n E Z de modo que x” = e 
{elemento neutro). 


92. Seja G = [a] um grupo cíclico de ordem h. Mostre que a! E G é um gerador de 
G se, e somente se, mdc(h, t) = 1. 


Se a' é um gerador de G, como a € G, temos: 
JEN|(aY=0-a=a-.t=1(modhtr=1 + khs. 1=tr kh 
Seja d = mdcth, t). Então: 
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dpt=> dir 
dih=d|kh] 


(=) 


= djir- kh=d|1= d=1 


Se 1 = mdeth, t), então existem dois inteiros r e s tais que 1 = rt + hse daí, rt =1 
(mod h); portanto, a"! = a. 

Dado x E G, temos: 

x= a' = (at) = (a 


o que prova que a! é gerador de G. a 
93. Mostre que todo subgrupo de um grupo cíclico é também cíclico. 


94. Se G = [a] é um grupo cíclico de ordem h > 0 e se d é um divisor positivo de h, 
mostre que, sendo t = h : d, então [a'] é um subgrupo cíclico de G de ordem d. 


95. a) Defina subgrupo gerado por um subconjunto de elementos de um grupo 
aditivo. 
b) Mostre que (Z”, +) é de tipo finito Yn = 1. 
(2º = {la ..., am | a, € Z} é grupo aditivo) 


96. Mostre que (Q, +) não é de tipo finito. 


97. Seja S uma parte não vazia de um grupo multiplicativo G. Mostre que todo 
subgrupo de G que contém 5 também contém [S]. 


98. Seja G = [a] um grupo cíclico de ordem s e seja G'= [b] um grupo cíclico de or- 
dem t, Demonstre que existe um homomorfismo q, de G em G’, tal que pla) = p 
se, e somente se, sk é um múltiplo de t. 


IV-4 CLASSES LATERAIS — TEOREMA DE LAGRANGE 


13. CLASSES LATERAIS 

Consideremos, a título de motivação para o conceito a ser introduzido aqui, um 
subgrupo não trivial H do grupo aditivo Z. Como já vimos, H necessariamente é 
cíclico, ou seja, H possui um elemento n > 1 tal que H=[n]=10, +n, t2n, mJ. Obser- 
vemos entáo que, quaisquer que sejam a, bEl: 


a = b (mod n) se, e somente se, a — b E H 


fato esse que estabelece uma correspondéncia entre subgrupos de Z e as relações 
de congruência, módulo n, sobre Z. 
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Essa observação pode ser generalizada, como veremos a seguir, para um grupo 
arbitrário (G, *) e para um subgrupo arbitrário H de G. Para a demonstração desse 
fato usaremos mais uma vez, por simplicidade, a notação multiplicativa para indicar 
a operação do grupo 6. 

Proposição 19: (i) A relação = sobre G definida por “a = b se, e somente se, 
a 'b E H" é uma relação de equivalência. (ii) Se a € G, então a classe de equiva- 
lència determinada por a é o conjunto aH = (ah | h € H}. 

Demonstração: 

0) 

+ Como e = q` la E H, então a = a e, portanto, vale a reflexividade para a 
relação em estudo. 


«Sea= b, então a` 'b E H; mas, sendo H um subgrupo de G, então (a”7*b)7* 
= b7'a E H. Isso mostra que b = a e, portanto, que a simetria também se verifi- 
ca para =. 

+ Suponhamos a = be b ~ c; então a 'b, b™'c E H; daí, (a 'b)lb TJ) =ar e 
E He, portanto, a = c, de onde a transitividade também vale neste caso. 

(ii) 

+ Seja à a classe de equivalência do elemento a. Se x E a, então x = a, ou 
seja, x” !a E H. Portanto, x 'a = h, para um conveniente elemento h E H. Daí, 
x=ah ' e, portanto, x € aH, uma vez que h ! E H. 

+ Por outro lado, se x E aH, então x = ah, para algum h € H. Daix 'a = h™' € 
€ He, portanto, x = a. De onde, x € a. 

Dessas conclusões, segue que a = aH. 4 


Definição 10: Para cada a E G, a classe de equivalência aH definida pela re- 
lação = introduzida na proposição 19 é chamada classe lateral à direita, módulo H, 
determinada por a. 

Uma decorrência imediata da proposição anterior é que o conjunto das classes 
laterais à direita, módulo H, determina uma partição em G, ou seja: 

a) sea E G então aH + Ø; 

b) se a, b E G, então aH = bH ou aH N bH = Ø; 

c) a união de todas as classes laterais é igual a G. 

O conjunto quociente de G por essa relação, denotado por G/H, é o conjunto das 
classes laterais aH(a E G). Um dos elementos desse conjunto é o próprio H, pois H = eH. 

De maneira análoga se demonstra que a relação = definida por a = b se, e 
somente se, ab”! € H” também é uma relação de equivalência sobre o grupo G. 
Só que, neste caso, a classe de equivalência de um elemento a E G é o subconjunto 
Ha = {ha | h € H}, chamado classe lateral à esquerda, módulo H, determinada por a. 
É claro que, se G for comutativo, então aH = Ha, para qualquer a E G. 
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Na teoria que segue é indiferente usar classes laterais à esquerda (com as quais 
trabalharemos) ou à direita. Um dos motivos é que os conjuntos quocientes têm a 
mesma cardinalidade nos dois casos. De fato, pode-se demonstrar que a correspon- 


dência aH => Ha”! é uma bijeção (propomos esse resultado como exercício). 


Exemplo 32: No grupo multiplicativo G = 41, 1,5, —i) das raízes quárticas da 
unidade, consideremos O subgrupo H = 41, —1) As classes laterais neste caso sáo: 
1H= 0 -1,1- -0)=(1,-0 
CDH = ten ten ED f1) 
H=k-1,5-EM=6-0 
(Ena = tp EE) adii 
Portanto, G/H = (1H, iH}. 
Nesta altura convém registrar que, se H é um subgrupo de um grupo aditivo G, 
então as classes laterais à direita, módulo H, são os conjuntos a + H, com a E G. 


Exemplo 33: Seja G o grupo aditivo Z ¿, Para facilitar, escreveremos os elementos 
de Z¿ sem os traços. Ou seja, Z¿=10,1,2,3,4, 5). Considerando o subgrupo H = 
= (0, 3), temos: 

o+H=H=(0,3), 1+H=(1,4) e 2+ H= (2,5) 

Como a reuniáo dessas 3 classes é igual a G, podemos interromper nossos cál- 
culos nesta altura, com a certeza de que não há mais classes distintas das que já 
foram obtidas. Portanto, G/H = {H, 1 + H,2 + H}. 


Exemplo 34: Considere o grupo multiplicativo R* dos números reais e H o sub- 
grupo formado pelos números reais estritamente positivos. Ou seja, H = per 
x > 0). Como 

aH=Hsea>0 

aH ={x E R'|x<0Lsea<0 
então R*/H é formado de duas classes apenas: a dos números reais maiores que 
zeto e a dos números reais menores que Zero. 


Exemplo 35: Consideremos agora o grupo simétrico G = Sy. Para facilitar, adote- 
mos a notação 


Isso posto, S; = fe, a, a”, b, ba, ba?) (ver 2.4, xii-b). Considerando-se o subgrupo 
H = G = le, a, a”), então: 
eH =H = {e,a, 0°} 
aH = (ae, aa, ao?) = la, de) 
ah = (ae, ado?) = la”, e, a) 
bH = Íb, ba, ba” 
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Também aqui já não é preciso prosseguir (mesma explicação do exemplo 33). 
Portanto, S¿/C, = (H, bH}. 

Proposição 20: Seja H um subgrupo de G. Então duas classes laterais quaisquer 
módulo H são subconjuntos de G que têm a mesma cardinalidade. 

Demonstração: Dadas duas classes laterais aH e bH, temos de mostrar que é pos- 
sível construir uma aplicação bijetora f: aH — bH. Lembrando a forma geral dos ele- 
mentos dessas classes, é natural definir f da seguinte maneira: f(ah)= bh, para qual- 
quer h € H. Sem maiores dificuldades, prova-se que f é injetora e sobrejetora. De fato: 

» (injetora) Se h, h, € H e flah) = fíah ), então bh = bh,; como, porém, todo 
elemento de G é regular, então h = h}. 

+ (sobrejetora) Seja y E bH. Então y = bh, para algum h E bH. Tomando-se 
x = ah € ah, então f(x) = flah) = bh = y. # 

Em particular, todas as classes têm a mesma cardinalidade de H = eH (e = ele- 
mento neutro). 

Obviamente, se G é um grupo finito, então o conjunto G/H também é finito. O 
número de elementos distintos de G/H é chamado Índice de H em G e é denotado 
por (G : H). Então, no exemplo 32, (G : H) = 2, no exemplo 33, (G : H) = 3, no exemplo 
34, (G : H) = 2 e no exemplo 35, (G : H) = 2. 

Devido ao fato de que aH — Ha”! é uma aplicação bijetora, como já obser- 
vamos, então O Índice de H em G é o mesmo, quer se considerem classes laterais à 
direita ou à esquerda, módulo H. 


14. O TEOREMA DE LAGRANGE 

Proposição 21 (teorema de Lagrange): Seja H um subgrupo de um grupo fini- 
to G. Então o(G) = o(HI(G : H) e, portanto, o(H) | o(G). 

Demonstração: Suponhamos (G : H) = r e seja G/H = {a,H, aH, ..., a,H). Então, 
devido à proposição 19,6 = ay HU HU ..U a,H e aH N aH = Ø, sempre que 
i + j, Mas, devido à proposição 20, o número de elementos de cada uma das classes 
laterais é igual ao número de elementos de H, ou seja, é igual a o(H). Portanto: 

o(G) = o(H) + o(H) +... + o(H) 
em que o número de parcelas é r = (G : H). De onde: 
o(G) = (G : Ho(H) 


e o(H) | o(G). # 

Diga-se de passagem que, apesar do nome, náo é de Lagrange, matemático do 
qual já falamos na abertura deste capítulo, a demonstração geral que acabamos de 
fazer desse teorema. Na época de Lagrange, o conceito geral de grupo ainda não ha- 
via sido formulado. Na verdade, Lagrange apenas usou o teorema numa situação 
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muito particular mas extremamente importante, em pesquisa que visava encontrar 
uma ligação entre a solução algébrica das equações e as permutações das raízes des- 
sas equações. 

Corolário 1: Seja G um grupo finito. Então a ordem (período) de um elemento 
a € G divide a ordem de G e o quociente é (G : H), em que H = [a]. 

Demonstração: Basta lembrar que a ordem de a é igual à ordem de [a] e que, 
devido ao teorema de Lagrange: 

o(G) = (G :Hollal). # 

Corolário 2: Se a é um elemento de um grupo finito G, então at) = e (elemen- 
to neutro do grupo). 

Demonstração: Seja h a ordem de a. Portanto, h é o menor inteiro estritamente 
positivo tal que a" = e (elemento neutro do grupo). Mas, devido ao corolário anterior: 
o(G) = (G: Hh 

em que H = [a]. Portanto: 
QUI = ql = (af SH = OM = ed 


Corolári Seja G um grupo finito cuja ordem é um número primo, Entáo G 
é cíclico e os únicos subgrupos de G sáo os triviais, ou seja, (e) e o próprio G. 


Demonstração: Seja p = o(G). Como p > 1,0 grupo G possui um elemento a 
diferente do elemento neutro. Assim, se H = [a], o teorema de Lagrange garante que 
o(H) | p. Logo, o(H) = 1 ou p e, portanto, H = {e} ou H = G. Como a primeira dessas 
hipóteses é impossível, então G = H e, portanto, G é cíclico, Por outro lado, se J é um 
subgrupo de G, então, ainda devido ao teorema de Lagrange, o(J) | o(G). Daí, o(J) = 1 
ou p e, portanto, J = (e) ou J = G. # 

Contra-exemplo 2: Considere o seguinte subconjunto do grupo $4: L = { : à - pi) 


E 25 E Embora o número de elementos de L, que é 2, divida a ordem do 


1342 
À sas n23 47! 
grupo Są, que é 24, L não é um subrupo de 54, uma vez que e 3342) 7 


a 


142 3) € L.Isso mostra que não vale a recíproca do teorema de Lagrange. 


Exemplo 36: O teorema de Lagrange pode ajudar bastante na determinação 
dos subgrupos de um grupo finito. Para exemplificar, consideremos o grupo Sa cuja 
ordem é 6, como já vimos. Os subgrupos possíveis de S; têm, portanto, ordem 1,2, 
3 ou 6, Os de ordem 1 e 6 são triviais: respectivamente, O subgrupo formado só 
pelo elemento neutro e o próprio Sa. Os de ordem 2 e 3 são necessariamente cicli- 
cos, como vimos (corolário 3). Logo (ver exemplo 25), 53 tem três subgrupos de or- 
dem 2, a saber, [91]. [g2] e [93] e um único de ordem três: [f] = Ufl. 
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É claro que o exemplo dado é muito favorável na aplicação do teorema de La- 


grange. No caso do grupo S4, o teorema de Lagrange também é suficiente, embo- 


rao 


trabalho seja muito maior. Vale ressaltar, porém, que há outros recursos teóricos 


capazes de favorecer uma pesquisa mais abrangente dos subgrupos de um grupo 


finit 


o, mas eles se situam além dos objetivos deste livro. 


99. 


100, 


101. 


102. 


103. 


104 


105. 


106. 


107. 


108. 


109. 


. Determine todas as classes laterais de H = (0, 3, 6, 9} no grupo aditivo 7,3. 
Determine todas as classes laterais de 4Z no grupo aditivo Z, 


Seja 5, o grupo das permutações de E = (1, 2, 3). Determine todas as classes 
laterais de H = (fo. fı} subgrupo de $, em que: 


sintas AN a os 
nh; 2 5) e, 6 1 5) 
Sendo H = (0, tm, +2m, ...),m € Z, um subgrupo do grupo aditivo Z, mostre 
que (0,1,..,m— 1) = Zm é o conjunto das classes laterais de H. (Logo, 
Z:H=m) 


É finito ou infinito o número de classes de Z x 2Z em Z x Z? Por quê? 


. Dado o grupo Z x Z, (produto direto), ache todas as classes laterais, à esquer- 
da, do subgrupo H = (0) x Z3. 


Mostre que o número de classes laterais de R em C é infinito. 
Considerando Z como subgrupo do grupo aditivo Q, descreva as classes Z + 


1 
( YeZz+ 5 


Mostre que, sendo a + Z uma classe lateral de Z em R (a E R), então existe 
bERtalque0=b<1eb+Z=a+Z. 


Mostre que, dado a(a € C*), então existe b E C* tal que |b] = 1 e b R$ =a R% 


a) Mostre que H (o a) Ice rj um subgrupo do grupo GL;(R). 


b) Mostre que existem infinitas classes de H em G. 
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110. Mostre que são equipotentes os conjuntos das classes laterais à esquerda e o 
das classes laterais à direita para todo subgrupo de um grupo G, ou seja, 
têm o mesmo cardinal. 
Sugestão: Considerar p(aH) = Ha” 

111. Seja H um subgrupo de um grupo (G, -) 

a) Mostre que “x ~ y => xy € H” define uma relação de equivalência em G. 
b) Mostre que, Va E G, a = aH. 


112. Seja G um grupo de ordem p", em que p é primo e n > 1. Mostre que a or- 
dem de um elemento qualquer de G é uma potência de p. 


113. Seja f:G —> J um homomorfismo de grupos. Sendo 5 um subgrupo de J, pro- 
ve que $715) é subgrupo de G tal que N(f) C US. 


Exercícios complementares 


€5. Sejam H e K subgrupos de um grupo finito. Se o(H) =p e (K = q (p + q 
primos), então H N K = (e), Prove. 


C6. Demonstre que todo subgrupo próprio do grupo aditivo dos números racionais 
tem Índice infinito, 


IV-5 SUBGRUPOS NORMAIS — GRUPOS QUOCIENTES 


15. INTRODUÇÃO 


Como já vimos na nota histórica que abre este capítulo, a noção de grupo e a 
própria palavra “grupo; ainda que com um significado não muito claro, ocorreram 
primeiramente ao matemático Evariste Galois. A questão que levou Galois a essa 
noção era a da resolubilidade das equações por meios algébricos (por radicais), 
Galois associou a cada equação um grupo de permutações de suas raízes e con- 
seguiu vincular a resolubilidade a uma propriedade desse grupo. Os grupos com 
essa propriedade são chamados modernamente de grupos solúveis. 

Ocorre que o conceito de grupo solúvel envolve um conceito preliminar, o de 
subgrupo normal, que Galois também teve de criar. De fato, na linguagem algébrica 
moderna, um grupo G se diz solúvel se é possível encontrar uma sucessão finita de 
subgrupos Gy, Gy Gz, .., Gp tais que: fi) G = Go D 6,26,D ~ D Gh = {e} {e = ele- 
mento neutro de G); (ii) G; , , é “subgrupo normal” de G; (i = 0,1, un — 1% (iii) o 
“grupo quociente” G;/G; , , é abeliano. 
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Pois bem, são justamente os conceitos de “subgrupo normal” e “grupo quocien- 
te” que introduziremos nesta seção. Deixamos claro, porém, que o conceito de gru- 
po solúvel e seus desdobramentos na teoria das equações não serão explorados aqui, 
devido ao caráter introdutório deste trabalho. 

Também nesta seção, e pelas mesmas razões de sempre, adotaremos a notação 
multiplicativa para as operações dos grupos no desenvolvimento da teoria. 


16. MULTIPLICAÇÃO DE SUBCONJUNTOS 


Sejam (G, -) um grupo e A e B subconjuntos de G. Indicaremos por AB e chama- 
remos de produto de A por B o seguinte subconjunto de G: 
AB = Ø, se A = Ø ou B = Ø 
AB ={xy|xEAeyE B}, se A+ ØeB +Ø 
Portanto, a “lei” que associa a cada par (A, B} de subconjuntos de G seu produto 
AB é uma operação sobre o conjunto P(G) das partes de G, chamada multiplicação 
de subconjuntos de G. Essa operação goza da propriedade associativa (pelo fato de 
a multiplicação de G gozar dessa propriedade). Vale notar, ainda, que, se o grupo G 
é comutativo, então a multiplicação de subconjuntos de G goza da propriedade co- 
mutativa. 
Exemplo 37: Seja G={e, a, b, c} um grupo de Klein. Lembremos a tábua desse grupo: 


a [eso]: 


Se A = (e, a} e B = {b, c}, então AB = (eb, ec, ab, ac} = {b, c, c, b} = ib, c}. 
Exemplo 38: Consideremos o grupo multiplicativo dos números reais, Se 
A={xER*|x>0}eB={xER*|x<0} 
então: 
AB = {x E R* |x < 0}=8 

pois o produto de um número estritamente positivo por um estritamente negativo 
é estritamente negativo e, por outro lado, todo número estritamente negativo a po- 
de ser escrito como a = (-1)X—a), em que o primeiro fator é estritamente negativo e 
o segundo estritamente positivo. 


17. SUBGRUPOS NORMAIS 


Definição 11: Um subgrupo N de um grupo G é chamado subgrupo norma! (ou 
invariante) se, para todo x € G, se verifica a igualdade 


xN= Nx. 
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Ou seja, a classe lateral à direita, módulo N, determinada por x, é igual à classe 
lateral à esquerda, módulo N, determinada por x, para qualquer x € G. 

Exemplo 39: Se G é abeliano, então obviamente todo subgrupo de G é normal, 

Exemplo 40: Consideremos o grupo simétrico Sy. Lembremos que, se fo = E 5 a 


1 3 11.2 3 2 
h= e 7 à eg = ( ; 3), então S3 = {fo fu fi? Gu nfr nf?) 


Embora esse grupo não seja comutativo, o subgrupo H = C; = {fo fu fit € 
normal, pois, como se pode ver, conferindo em sua tábua (ver 2.4 xii): 


foh = {fo fy 50) = Hfo BH = {9r nfr 94) = Hg, 
AH = {fu fi? fo} = Hf FDH = tofu 9147, 91) = HA) 
FPH = {f° fo fi} = HS? WDH = {af gnt) = Hgh) 


Portanto, só há duas classes laterais distintas: foH e g,H. Sugerimos ao leitor 
verificar os “cálculos” na tábua. 


Exemplo 41: Seja H um subgrupo de G tal que (G : H) = 2. Então H é um subgru- 
po normal de G. De fato, neste caso, as classes laterais à direita, módulo H, são duas: 
H e aH, em que a é um elemento qualquer do grupo que não pertence a He 
portanto, aH = (He, pois as duas classes formam uma partição de G. As classes la- 
terais á esquerda, módulo H, também sáo duas: H e Ha, em que a é um elemento 
qualquer do grupo que não pertence a H, e, portanto, Ha = (He: Logo, xH = Hx, qual- 
quer que seja x € G. 

Proposição 22: Seja N um subgrupo normal do grupo G. Então, para quais- 
quer a, b € G, vale a igualdade (aN)(bN) = (ab)N. 

Demonstração: A demonstração será feita por dupla inclusão. 

+ Seja x E (aN)(bN). Então, devido à definição de produto de subconjuntos, x = uv, 
em que u E aN e v € bN. Portanto, u = an, e v = bn, para convenientes ny, na E N; 
daí, x = (an,Jbn») = aln,b)n,. Como, porém, por hipótese, Nb = bN e nb E Nb, en- 
tão n,b = bn, para algum n; E N. De onde, x = a(n,bjn, = a(bn3)n, = (ab)inan). 
Observando-se que nzn, E N, conclui-se que x E (ab)N. Fica provado, pois, que 
(aN)(bN) C (abJN. 

+ Seja x E (ab)N. Então, x = (ab)n, para algum n E N. Mas nessa igualdade é possi- 
vel introduzir o elemento neutro e da seguinte maneira: x = (ae)(bn). Como e € N, 
então ae E aN. Por outro lado, é imediato que bn € bN. De onde, x = (ab)n = (ae)(bn) E 
€ (aN)(bN). Ficou demonstrado, assim, que (ab)N C (aNJXbN). 

Das conclusões parciais, segue a tese: (ab)N = (aNJbN). 4 

A proposição anterior nos diz, basicamente, que o conjunto das classes laterais 
à direita, módulo N, que é uma parte de (G) denotada por G/N, é fechado em 
relação à multiplicação de subconjuntos de G. A associatividade da multiplicação de 
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classes laterais é uma consequência desse fechamento e da associatividade da mul- 
tiplicação de subconjuntos, mas poderia ser demonstrada diretamente assim: 


HANNONEN) = [KabiN]CN) = [(ab)eiN = [a(boJIN = (aN)Ibc)N] = (ANN) (CAM 


18. GRUPOS QUOCIENTES 


Seja N um subgrupo normal de G. As seguintes propriedades, envolvendo a mul- 
tiplicação de subconjuntos de G, restrita a G/N, já foram destacadas nesta seção: 

» (aN)(bN) = (ab)N; 

+ [(aNXON)IKCN) = taNJIONCN). 

Além dessas, valem também: 

+ (ANNeN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN)aN); 

+ (aN)la"'N) = (aa”')N = eN = (a 'a)N = (07! Nan). 

Portanto, o conjunto quociente G/N, com a multiplicação de subconjuntos, 
restrita a seus elementos, é um grupo cujo elemento neutro é eN = N e no qual 
(an)! =a 'N. 

Definição 12: Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Nessas con- 
dições, o grupo quociente de G por N é o par formado pelo conjunto quociente G/N 
e a restrição aos elementos desse conjunto da multiplicação de subconjuntos de G. 

Exemplo 42: Sejam G = (1, — 1,1, —i o grupo multiplicativo das raízes quárticas 
da unidade e N = (1, —1). N é um subgrupo normal de G pelo fato mesmo de que 
G é comutativo. As classes laterais neste caso são duas apenas: IN = N = (1, -1) 
e iN = fi, —i}. (O próprio fato de a união das duas ser igual a G é suficiente para 
mostrar que não há outras. A tábua do grupo quociente G/N é: 


Exemplo 43: Sejam G = Z¿= (0, 1,2, 3, 4, 5) e H = (0, 3). As classes laterais 
neste caso são:0 + H=H,1 + H=(1,4),2 + H = {2, 5), já que essas três englobam 
todos os elementos de Ze. A tábua do grupo quociente G/H neste caso é: 


+ : H |1i+#|2+H 
H H |1+H|2+H 
1+H|1+H|2+H| H 
mhe H |1+H 


Notar que usamos o fato de que 3 + H = H, pois 3 - 0 = 3 E€ H. 
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Exemplo 44: No grupo S; consideremos o subgrupo H = C, = {fo $1, 1]. No 
exemplo 40 verificou-se que H é um subgrupo normal S;. Outra maneira de chegar a 
essa conclusão seria por intermédio do exemplo 41. À tábua do grupo quociente 


S,/H é a seguinte: 
o H |gĦH 


H | H |gHĦH 
gt gH| H 


Proposição 23: Seja f: G —> L um homomorfismo de grupos. Se N é um subgru- 
po normal de G, então a aplicação p: G > G/N definida por pa) = aN é um homo- 
morfismo sobrejetor de grupos cujo núcleo é N. 


Demonstração: De fato: 

+ p{ab) = (ab)N = (aNXbN) = pla) 1D). 

+ Se y E G/N, então y = aN, para algum a E G. Como, então, pa) = aN = y, 
conclui-se que |. é uma aplicação sobrejetora. 

+ Lembremos, primeiro, que o elemento neutro do grupo quociente é a classe N. 
Isso posto, se a E Ker(p1), então p{a) = aN = N. Como, porém, a E aN, pois a = ae 
e e E N, então a E N. Isso mostra que Ker(p1) C N. Por outro lado, se a E N, então 
aN = N e, portanto, pla) = aN = N (elemento neutro de G/N) e, portanto, a € Ker(p). 
As duas inclusões demonstradas garantem que Ker(u) = N. 4 


Definição 13: Seja f: G — L um homomorfismo de grupos. Se N é um subgru- 
po normal de G, então o homomorfismo p: G > G/N definido por pa) = aN é cha- 
mado homomorfismo canónico de G sobre G/N. 


19. O TEOREMA DO HOMOMORFISMO 


Lema 1: Se f: G — L é um homomorfismo de grupos, então N = Ker(f) é um 
subgrupo normal de G e, portanto, G/N tem uma estrutura de grupo. 

Demonstração: Que N = Ker(f) é um subgrupo de G já foi demonstrado (pro- 
posição 6). Falta provar que é normal, ou seja, que aN = Na, para qualquer a E G, o 
que será feito por dupla inclusão. 

+ Se x E aN, então x = ah, para algum h E N. Mas ah = (aha Ba. Ocorre, porém, 
que flaha”") = Hlalfth) fla” ") = flajelFta)] | = f(alfta)”! = u (elemento neutro de 
Ł). Portanto, aha”? E N = Ker($) e, como x = ah = (aha Na, então x € Na. Fica pro- 
vado, pois, que aN C Na. 

+ De maneira análoga se demonstra que Na C aN. 

Das duas conclusões, segue que Na = aN, como queríamos provar. # 
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Proposição 24 (teorema do homomorfismo para grupos): Seja f: G — L um 
homomorfismo sobrejetor de grupos. Se N = Ker(f), então o grupo quociente G/N 
é isomorfo ao grupo Ł. 

Demonstração: O primeiro passo é descobrir um isomorfismo, digamos, de G/N 
em Ł. E, para isso, uma boa pista é ver como se representam os elementos de G/N e 
L. Os do grupo quociente são classes laterais aN, com a E G, e os de L imagens 
fla), com a E G. Portanto, é natural investigar se a correspondência aN — f(a) é um 
isomorfismo. Mas primeiro é preciso ver se se trata de uma aplicação, já que uma 
mesma classe lateral à direita, módulo N, pode ser representada em geral de mais 
de uma maneira. 

« Vamos supor aN = bN. Então b”!a E N e, portanto, (b”'a) = u (elemento neu- 
tro de L). Mas £(b"la) = flb” fla) = [FOT Fa). Logo, LEOTE) = u e fía) = 
= f(bju= f(b). De onde, a correspondência aN — f(a} é de fato uma aplicação. 

+ Seja 0:G/N — La aplicação definida por o (aN) = f(a). Para mostrar que o é inje- 
tora, suponhamos fía) = f(b), em que a, b E G. Então [f(b] Fla) = LAO USD) = u. 
Usando-se a hipótese de que f é um homomorfismo de grupos, da igualdade 
LEON f(a) = u segue que fíb”'a) = u. Mas isso significa que b la E N e, portan- 
to, aN = bN, como queríamos provar. 

+ Que o é sobrejetora é praticamente imediato. De fato, se y € L, então y = f(a), 
com a E G. Então, tomando x = aN E G/N, o(x) = o(aN) = f(a) = y, 

« Mostremos por último que y é um homomorfismo de grupos. De fato: 

ottaN(bN)] = ul(ab)N] = Flab) = FF). # 

Seja f: G — L um homomorfismo sobrejetor de grupos e denotemos por N o 
núcleo de f. Consideremos ainda o grupo quociente G/N,o homomorfismo canóni- 
co p: G — G/N e o homomorfismo o: G/N — L, introduzido na proposição anterior. 
O diagrama de grupos e homomorfismos 

£ 


Gremio | 
p uv 
G/N 
sugere a possibilidade de uma fatoração de f através de G/N. Efetivamente isso 
Ocorre, pois, para qualquer a € G: 
(rola) = otu(a) = alan) = Ho) 
€, portanto: 
f=0cp 
Exemplo 45: Dado um inteiro m > 1, consideremos o homomorfismo py; Z —> Zo 


definido por ppla) = q (exemplo 11). Esse homomorfismo é sobrejetor, como já vi- 
mos, e seu núcleo é o conjunto dos inteiros a tais que a = 0, ou seja, o conjunto dos 


E 5 


inteiros a tais que a = O (mod m). Portanto, Ker(f) = [m] = (0, tm, +2m, ...). O teo- 
rema do homomorfismo nos garante que os grupos Z / [m] e Zm são isomorfos. 


114. Seja G um grupo multiplicativo. Se AC Ge A + Ø, seja A !={x7! |x € A). 
Mostre que: 
a) ATT =A 
b) VA,B CG, A + ØB + Ø, tem-se (AB)? = 87! A7! 


115. Seja G um grupo multiplicativo e H + Ø um subconjunto de G. Mostre que 
H é subgrupo de G se, e somente se, H-HCHeH TCH 


116, Mostre que, se N é subgrupo normal de G, a E Gen E N, então existe um 
elemento n'E N tal que an = n'a. 


117. Sejam M e N subgrupos normais de G. Mostre que M N N e MN também o são. 


Façamos MN N=He MN =K. 

Sugerimos ao estudante mostrar que H e K são subgrupos de G. 

Provemos que xH = Hx, Y € G: 

yExH =>y=xh 
heMON 

E entáo, m = n = h’, isto é, y = h'x E Hx 

Analogamente, y E Hx = y € xH. 

Provemos que xK = Kx, V E G: 


|= y=mi=nx 


y ExK= y= xk = xmn) = (xm)n = (min = men) = mx) = (mix = kx= y E kk 
E, analogamente, y E Kx = y E xK. = 


118. Sejam G um grupo, N um subgrupo normal e Hum subgrupo de G. Mostre que 
HN N é normal em H. 


119. Mostre que um subgrupo N do grupo G é normal se, e somente se, x "Nx = N, 
para todo x E G. (Nota: x 'Nx = {x 'nx | n E NJ) 


120. Sejam G um grupo e H um subgrupo, Seja Ny O conjunto de todos os x E G 
tais que xHx7! = H. Mostre que Ny é um grupo que contém He que H é nor- 
mal em Ny. 


121. Mostre que, se M e N sáo subgrupos normais do grupo Ge MNN = (e), 
então mn = nm, para todos m E Men EN. 
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Sugestão: Prove que (mn)(nm) ! = e. (e = elemento neutro) 
122. Seja N um subgrupo de G tal que (G : N) = 2. Mostre que N é normal em G. 


123. Demonstre que, se um grupo finito G tem um único subgrupo N de uma dada 
ordem, então N é normal em G. 


124. Seja G um grupo multiplicativo. Mostre que H = {x € G | xa = ax, Va € G} é um 
subgrupo normal de G. 


1º) Sendo e o elemento neutro de G, temos ea = ae, Va E G; portanto, e E He H + Ø. 
2º) Sejam x,y € H. Então x e y comutam com qualquer elemento de G. Interessa par- 

ticularmente observar que, se a € G, então xo = axe ya '=a 'y. 

Provemos que xy? E H: 

ty Da = xy a = xla y)" =xya "Y * =xtay ') = (xy = {ax)y™' =alxy ~?) 
3º) Provemos, finalmente, que aH = Ha, Va E G: 

a E dHoa=dah e a= ha <a € Ha 

Então, aH S Ha. Ë 


125. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo normal de G. Mos- 
tre que NH é um subgrupo de G e NH = HN. 


126. Seja f: G > J um homomorfismo sobrejetor de grupos. Se H é um subgrupo 
normal de G, mostre que f(H) é um subgrupo normal de J. 


127. Seja f: G — G' um homomorfismo com núcleo H. Suponha que G é finito. 
Mostre que ordem de G = (ordem da imagem de fl(ordem de H). 


128, Sabe-se que o conjunto dos automorfismos de G, denotado por Aut (G), é um 
grupo para a composição de aplicações. Para cada a E G, seja F: G — G dada 
por F,(x) = axa””, Y x E G. Mostre que 1(G) = [F, | a € G} é um subgrupo 
normal de Aut(G). 


129. Seja T um subgrupo cíclico e normal de G. Mostre que todo subgrupo der 
é subgrupo normal de G. 


130. Seja G = [a] um grupo cíclico de ordem 6. Sendo H = [a?], construa a tábua 
do grupo G/H. 


(C 199 E) 


H= [a] = (e,a?,aº) 

As classes laterais à esquerda de H são: 

eH = H e dH = {a, œ, a°} 

Notemos que eH = a2H = a*H e aH = @°H = aH. 


Observemos também que xH = Hx, Y € G, pois G é abeliano. 


Podemos, então, construir a tábua de G/H: aHan Heie sii 


131. Determine todos os subgrupos não triviais do grupo aditivo Z6. Para cada sub- 
grupo H encontrado, construa a tábua do grupo quociente Zç/H. 


132. Construa as tábuas dos seguintes grupos quocientes: 
3) Zg/H, em que H = (0,4) 
b) 7/22 
J(Zx2)/(3Z x 27), em que Z x Z é o produto direto 


133. Considere Z como um subgrupo do grupo aditivo O dos números racionais. Mos- 
tre que, dado um elemento x E Q/Z, existe um inteiro n >1 tal que nx =0. 


134. Demonstre que, se H é um subgrupo normal de G e o índice de H em G é 
um número primo, então G/H é cíclico. 


IV-6 PERMUTAÇÕES 
20. CICLOS E NOTAÇÃO CÍCLICA 


Entre os grupos importantes que relacionamos em 2.4, merece ser estudado 
um pouco mais profundamente, pela sua importância em vários campos, O grupo $p 
das permutações sobre o conjunto f, = (1, 2, n}, n = 2. Na nota histórica que abre 
este capítulo (seção 1), já nos referimos ao papel dos grupos de permutações na 
história das equações algébricas. Outro assunto em que os grupos de permutações 
desempenham um papel chave é na teoria dos determinantes. 

Para o estudo que segue, precisaremos introduzir um novo tipo de permutação 
e Uma nova notação. 


Definição 14: Sejam a, ây ~ a, E 1, inteiros distintos. Se u E $, é uma per- 
mutação tal que ota) = a}, cla) =c(a)=a; ola, )=0" ta)=a e ola) = 
=vta)=a,eu(x) = x, para todo x E f, — Lay, 07... a,), então se diz que o é um 
ciclo de comprimento r e que (a,, a,,...., a,} é o conjunto suporte de a. Para designar 
a permutação assim definida, usaremos a notação (a, ay, ... 4,). Se r = 2, então o 
é chamado de transposição. 
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Exemplo 46: Consideremos em S¿ a permutação 


E Pa aa 
(4 1325 


Como d(1) = 4, ø{4) = 2 e 0(2) = 1, 0(3) = 3 e 015) = 5, então o é um ciclo de 
comprimento 3 cujo conjunto suporte é (1, 2, 4}. Portanto, podemos escrever: 
o=(1 4 2) 
A notação cíclica merece um comentário. Primeiro, ela não indica em que grupo 
5, se está. Por exemplo, se escrevemos o = (1 4 2), simplesmente, pode se tratar 
tanto da permutação do exemplo 46 como de 
x G SE E- 6) 
o= 
AN 3 20506 
De que permutacáo se trata realmente é determinado pelo contexto, Outro 
aspecto dessa notação é que o mesmo ciclo pode ser descrito de mais de uma 
maneira, pois cada um dos elementos do suporte pode ocupar a primeira posição, 
desde que não se mude a sequência em que eles aparecem. Em S;, por exemplo: 
(423=421=Q14 
Em qualquer dessas três notacóes, 1 > 4, 4 > 2, 2 }> 1, 3 > 3, 5 +55 e, portan- 
to, efetivamente elas indicam a mesma permutação de Ss. 


Proposição 25: Se o = (aja, ...a,) E S, é um ciclo de comprimento r > 1, 
então o(o) = r e, portanto, se £ indicar a permutacáo idéntica de S,,, [o] = (e, œ, e, 
A 


Demonstração: Da definição de ciclo decorre diretamente que ai (ay) = a; 
(i=1,2,..,r) e o'(a,) = a, Então a! + e sempre que 1 < i < r,e, portanto, r = o(o). 
Por outro lado, se ¡ é um índice tal que 1 = j = s, então 0'(a) = «(ar Yap) = 
=0 17 Uo'(a)) = u! 7 Va) = a; Considerando-se que o(x) = x sempre que x + a; 
(i =1,2,..., r),entáo o” = e e, por conseguinte, o(o) = r. De onde, olo) = r. # 

Dois ciclos, como (1 2 4) e (3 5), em Ss, cujos suportes são conjuntos disjuntos, 
sáo chamados ciclos disjuntos. 


Proposição 26: Dois ciclos disjuntos comutam. 


Demonstração: Sejam q e q ciclos de $, disjuntos, com suportes iguais respecti- 
vamente a A e 8, Se x é um elemento de f,, há três hipóteses possíveis: 

*xEA, 

Então, (p20) 0) = gto(x) = plo, ao passo que (op) = read) = pod. 
Portanto, poa e ooo coincidem em A. 


+ x € B (raciocínio análogo). 
"xgAexEs, 


Sa e) 


Neste caso, (900) (x) = lo(x)) = pod = x, ao passo que (vo pl) = etph) = 
= p(x) = x. Portanto, pco e ac q também coincidem fora de A e 8. # 

Proposição 27: Toda permutação g E 5,, exceção feita à permutação idêntica, 
pode ser escrita univocamente (salvo quanto à ordem dos fatores) como um produ- 
to de ciclos disjuntos. 


Demonstração: Supondo, para facilitar, que o(1) + 1, consideremos a sequên- 
cia de imagens de 1 pelas potências sucessivas de g: 

001) =1,0(),0%1) = (900, 0), se 

Como 1, é finito, os elementos dessa sequência não podem ser todos distintos, 
Isso nos permite fazer a seguinte escolha: seja r o menor expoente estritamente po- 
sitivo tal que 0%1) =1,0(1), 021), 01), 0” 7 11) sejam distintos mas 0/1) = 0/1), 
para algum inteiro j tal que O = j < r. Daí segue que o” ~ }(1) = 1 = 0*(1), o que só é 
possível, dada nossa escolha de r, se j = 0. Portanto, o(1) = 1. Obtém-se assim o ciclo: 

o; = (Lato), ... 07 (1) 
que coincide com a restrição de v a seu conjunto suporte. 

Indiquemos por a o menor inteiro de 1, que não aparece no suporte de o, e 
tal que o(a) + a. (Se nenhum a de f, cumprisse essa desigualdade, a demonstração 
já se encerraria) Repetindo-se o argumento anterior com a sequência 

oa) = a, o(a), oa) = (cou)(a), o*(a), ~ 
chega-se a um ciclo a), que também coincide com a restrição de v a seu conjunto 
suporte. 

Mostremos que o, e a, são disjuntos. De fato, suponhamos que b fosse um 
elemento comum aos suportes desses dois ciclos. Então b = a*(1) = ua), com, diga- 
mos, 0 = s = t, Daí, a!” * (1) = a, o que coloca a no suporte de a, contrariamente a 
nossa escolha. 

Esse processo certamente termina num número finito m de passos. E, como 
9/0 430...0 6, tem sobre os elementos de /, o mesmo efeito que q, então: 

U=0,00,0..0M. É 
Exemplo 47: Vamos decompor em ciclos disjuntos a seguinte permutação de $g: 
sad o E 
16837524 

Como g(1) = 1, vamos começar o processo descrito na demonstração com o 
elemento 2: 

2,0(2) = 6,0%2) = 0(0(2)) = 06) = 5, 015) = 7,017) = 2 

Portanto: 

n=2 6 5 7) 
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Repetindo-se o processo a partir do 3: 
300)=80(8=4,0(49)=3 
Então: 
0=(3 8 4) 
Portanto: 
c=(2 65 703 8 4) 


Proposição 28: Se n > 1, então toda permutação de S, pode ser expressa 
como um produto de transposições. 

Demonstração: Uma verificação simples mostra que para todo ciclo de compri- 
mento r em S, vale a identidade 


(a, a, az 00, - 4) = (0; ajola, a, .. JO mola, a) 


Portanto, dada uma permutacáo de Sp, é só decompô-la em ciclos, de acordo com 
a proposicáo anterior, e depois aplicar a identidade acima para cada um dos ciclos. 4% 


Exemplo 48: Justificar, com detalhes, a seguinte igualdade em S4 (1 2 3 4= 
=(1 9o(1 3o(1 2). Mostraremos que o efeito do produto de transposições do 
segundo membro sobre F4 é igual ao do ciclo do primeiro membro, Para isso, faça- 
mos (1 2)=0,(1 3=pe(l 4)=p. Então: 


o e po 

1 > 2 >» 2 > 2 
2 —i 3 3 
3 3 > 1 4 
4 4 >» 1 


o que mostra que (po pos) = 2, (poço?) = 3, (Logoo)j3)=4e 
(popoe) = 1 e, portanto que popoo=(1 2 3 4). 


Exemplo 49: Vejamos como decompor em transposições a seguinte permu- 
tação de Sg: 
delas sa] 
VIA zi O id 


Como já vimos (exemplo 47):0=(2 6 5 7)o(3 8 4).Mas, devido à iden- 
tidade exibida no corolário: 
2 6 5 7=(2 Mol 502 6 e 3 8 A=B 4o3 8) 
Portanto: 
v=(2 702 500 6086 Gols 8) 
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21. ASSINATURA DE UMA PERMUTAÇÃO 


A decomposição de um ciclo em transposições, garantida pela proposição 28, 
não é única. De fato, como (a bjo(b a) é a aplicação idêntica de 1, que é o ele- 
mento neutro de S,, então num produto de transposições podem-se inserir tantas ex- 
pressões desse tipo quanto desejemos, sem afetar o resultado. Em Sy, por exemplo: 
265 N=0 HR Do 6=(1 332 Vo? Do 5002 6) 

Pode-se demonstrar, porém, que todas as decomposições de um mesmo ciclo 
em transposições têm em comum a paridade. Ou seja, se numa delas o número de 
transposições é par (ímpar), então o mesmo acontece em todas as outras. Mas, para 
provar esse importante resultado, é preciso introduzir antes o conceito de assinatura 
de uma permutação. 


a 4, An 
Definição 15: A assinatura de uma permutacáo o = é o 
bi b: bp 
número real, aqui denotado por sgn a, e definido por: 
a-a 
b,-b, 
em que o produto é estendido a todos os pares (i, j) de índices tais que í > j. 
Da definição decorre diretamente que a assinatura da permutação idêntica é 1. 
Convém observar que o produto que define sgn « não depende da ordem das 


sgno = 


a;—a; 
colunas na expressão de g e que cada quociente pe 


é uma função do par (i, j). 
A) 
Exemplo 50: A assinatura da permutação 


a=(1 2 3) 
231 


2=1:3=1:.-3=:2 
sgn (0) = — .— .— =(1(-2(-1/2) =1 
Er e tr A K 
Proposição 29: A assinatura de uma transposição é —1, 


Demonstração: Seja 1 € S, uma transposição. 
Evidentemente podemos representar 1 da seguinte maneira: 


a à q .. q, 
t= 
q 0 q « ba 


Se (1,5) é um par de índices da primeira linha da transposição te 1 = r<s=n, 
então as situações possíveis são as seguintes: 
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a= 


a) (1,8) = (1, 2) cujo fator correspondente em sgnt é =-1 
4-4) 
4, 1 
b) r=1 es > 2,caso em que o fator correspondente de (r,5) em sgnt é É 
9, — 4) 
as 4, 
c) r=2e5> 2,caso em que o fator correspondente de (r, s) em sgnt é 
$ a 
as — a, 
d) r > 2 e, neste caso, o fator correspondente de (r, s) em sgnt é =1 
as- 
Como os fatores de b) e c) aparecem em pares cujo produto é 1, então: 
2% 
sgnt = =-1% 
410) 


Proposição 30: Para quaisquer permutações o, q € Sp, sgn(p 00) = (sgn pjísgn o). 


Demonstração: Permutando convenientemente as colunas de q, podemos escre- 
ver: 
ay Oo. Aa b, b, m bn 
o= e p= 
b, by m bn Q O = Cn 


(sgneplisgn o) = (sgno)tsgne) =] | i 


Portanto: 


sgníp 2 0). # 


Corolário 1: Se o € S,, então sgno = +1. 
Demonstração: Como já vimos (proposição 28), toda permutação pode ser ex- 
pressa como um produto de transposições. Portanto: 
T = OTO mT, 
para convenientes transposições Ty Tz ... T, E Sp. Então, usando-se a generalização 
natural da proposição 30 para r fatores e considerando-se que a assinatura de uma 
transposição é igual a —1: 
sgna =sgn(t,0130...07) = (sgn T,)(sgn 1)) ... (sgn 1,) = 
= (-MEDAD = (21 = +1. A 
Corolário 2: Qualquer que seja a permutação o E Sp, sgn o”! = (sgn o)”. 


Demonstração: Como (1 2)o(1 2) indica a identidade de S,, então tos = 
=(1 2)0(1 2). Portanto: 


[sgn (o sgn o) = sgn (e !00)=sgn[1 2J0(1 2) = 
= [sgn (1 2)lIsgn (1 2] = (DD =1 
De onde, sgn o ' = (sgn w)”*. # 
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Proposição 31: Seja dada uma permutação o E S, e consideremos duas de- 
composições de o em transposições: 
U = TOTO., e G=pOpO..Op, 
Então os inteiros r e s têm a mesma paridade. 


Demonstração: Devido ao corolário 1, sgn o =(—1)'= (—1)*. Se r for par, então 
(=1)'= 1; daí (-1)' = 1 e, portanto, s também é par. O raciocínio é análogo no ca- 
so em que r é ímpar. # 

Definição 16: Uma permutação v E S, é chamada par ou impar conforme pos- 
sa ser expressa como um produto de um número par ou impar de transposições. 
Em outras palavras, conforme sua assinatura seja +1 ou — 1.0 conjunto das permu- 
tações pares de S, será indicado por A,. A, + Ø pois e = (12)(21) é par. 


Proposição 32: Para todo n > 1,0 conjunto A, é um subgrupo, de ordem n!/2 
e índice 2, de S,. 

O subgrupo A, será chamado grupo alternado de grau n. 

Demonstração: Sejam o, q E A, Então sgn (9) = 1 e sgn q = 1. Como, porém, 
sgn (ooxp”!) = (sgn «)(sgn y)! = 1 - 17? = 1, então cog™! € Ap. Fica provado, 
pois, que A, é um subgrupo de 5,. 

Sejam r as permutações pares e s as permutações impares de Sa, que denota- 
remos respectivamente por 04, 0), ~y 0, € Py, Pa ..., Ps. Multiplicando as permu- 
tações pares por uma transposição qt, obtemos as permutacóes: 

TOO, TO, TOO, 

Como todo elemento de um grupo é regular, o número desses produtos tam- 
bém é r. Mas, como o produto de uma permutação ímpar (a transposição 1) por uma 
par, todos esses produtos são ímpares. Logo, r = s$. 

Analogamente, se multiplicarmos as permutações impares por q, obteremos as 
$ permutações pares: 

TOP TO Pai ca TOR, 


Portanto, s = r. De onde, r 
seguinte, (S, :4,) = 2. # 


n! 
, e como r + s = n!, então o(A,) = 2 * POr con- 


Corolário: A, é um subgrupo normal de S,,. (Ver exemplo 41.) 


Exemplo 51: Achar todas as permutações pares de $}. Lembremos que 


S=[o=(1 2 5) =(: 2 3) -( 2 3) -(1 2 3) 
ES A 3 eal i Cl EE 


Então fo é par, f, =(1 2 3)=(1 300 Véparh=(132=0 Jo 3) 
é par, gı =(2 3) é ímpar, g, = (1 3) é ímpar e g, = (1 2) é impar. Logo, o grupo 
alternado neste caso é: 
Aa = {fo fr fa} 


Exemplo 52: Construir a tábua do grupo 5,/A,. 

Como vimos, o(A,) = (S, : A,) = 2 e, então, S„/An = (Ap GAn), em que q é uma 
permutação impar qualquer. Uma maneira de construir a tábua pedida é lembrar 
que todos os grupos de ordem 2 são isomorfos. Então: 


An | PAn 
An | An | PAn 
PAn | PAn | An 


135. Dê um exemplo de duas permutações do grupo 5, que não comutam. 


136. Expresse cada uma das seguintes permutações de Sg como produto de ciclos 
disjuntos e, depois, como produto de transposições: 


a) E 234567 aj 
826374571 
b) ( 234567 A 
36418257 
q ha 234567 2) 
31472586 


137. Qual é a inversa da permutação oc = (1 2)(3 5)(7 8 9) no grupo Sip? 


138. Determine as assinaturas das seguintes permutações: 


1234 12 

a) (> 3a 4) a G 1 

b) ( 2 3 1) d) E 

3 2 4 1 3 

139. Responda às seguintes perguntas referentes ao grupo Sg: 


a) Qual a ordem do ciclo (1 4 5 7)? 
b) Qual a ordem de (4 5)0(2 3 7) 


N 
Nw ww 


qa pa 
na 
IS 


= 27 e) 


140, Decomponha cada uma das seguintes permutações num produto de ciclos 
disjuntos dois a dois e determine suas ordens e assinaturas, 


a) É 234 5 6 78 5) 
17.58 6 3 4 9 1 2 
1234556 

de 54 3 2 i) 

141. Encontre a ordem de cada um dos elementos de Sy: 

a 023 

ba 4 3 2) 

90238 4 


142. Determine todas as permutações de Sj que são permutáveis com (1 2 3 
451678910). 


143. Construa uma tábua do grupo alternado A y. 
144. Se y E S, é um ciclo de comprimento r, mostre que o(4) = r. 


145. Sejam o, q E S, ciclos disjuntos. Mostre que olog) = mme(o(o), o(p)). 
Sejam r, s e t, respectivamente, as ordens de q, q e op e m = mme {r, 5). Lembremos 
as propriedades que caracterizam m: (i) m = 0; (ü) r | m e s | m; (iii) se ny é um inteiro 
tal que r | m'e s | m, então m | nr. 


Como m é múltiplo de re s e u e q comutam entre si, então (To Ẹ)” = oog” = 


£ = € e, então, devido à proposição 17, t | m. 

Por outro lado, (0:49)! = ato! = e, pois a ordem de Tog é t. Agora, se a é um ele- 
mento do suporte de g, então p(a) = a e, portanto, p'(a) = a. Então g*a) = (m'og'%a) = 
= e(a} = a e daí segue, devido à proposição citada, que r | t. Analogamente se demons- 
tra que s | t. Portanto, m | t. Como já provamos que t | m, então m = t. n 


146. Mostre que o número de permutações ímpares de (1, .., n}, para n > 2, é 
igual ao número de permutações pares. 


147. Mostre que a assinatura do r-ciclo (a, a, ...a,) é (71) + 1. 
Sugestão: Use o método da indução finita. 


CAE 


148. Seja v um ciclo de comprimento r. Se r é ímpar, mostre que o? também é 
um ciclo, 


149. Justifique as seguintes identidades: 
a 0 2n O= 2 a oG ¡+1 1<j<h 
DO. =a khol 2. k-11) (k>1) 
o) 1 2 a ko0k-1..2 )=(1 k) 


150. Prove que (a, a, . a)" = {ak Ok- 1 .. 0, aj). 


151. Sejam o, q E S, ciclos disjuntos tais que rog = e. Prove que o = q = 


Seja p = (a, a, .. a). Portanto, q (ay) = a. Mas, sendo disjuntos os ciclos dados, a, não 


pertence ao suporte de « e, portanto, u(a,) = a. Como, porém, aog = g, então (cola) = 
= a. Mas (apa) = (aXe (a;)) = r(a,) = az. Logo, a, = a. Esse raciocínio, estendido a 
todos os elementos do suporte de 4, levará à conclusão de que a, = a; 


=9,e, 
portanto, de que p é a permutação idêntica. Como, por hipótese, sup = € e p = £, pe- 
lo que acabamos de provar, então o = €. u 


152. Sejam g, $ E S,. Prove que sgn a = sgn (poco nb 


153. Mostre que em $, se a comuta com a permutação circular t=(1 2 .. ny, 
então o = ticom į E 2%, 
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CAPÍTULO V 


ANÉIS E CORPOS 


V-1 ANÉIS 


1. NOTA HISTÓRICA 


Um aspecto que chama a atenção na história da álgebra é seu desenvolvimento 
tardio no que se refere à organização lógica e axiomatização. Considerando-se que 
a geometria já recebera uma axiomatização nos Elementos de Euclides (c. 300 a.C.), o 
fato de datar do século XIX a primeira tentativa feita nesse sentido para a álgebra 
põe em relevo dificuldades teóricas de grande porte. Além do mais, a obra em que 
aparece a primeira tentativa de axiomatização da álgebra, do inglês Benjamin Peacock 
(1791-1858), publicada em 1830, em pouco tempo foi totalmente superada. 

Pouco depois disso, o irlandês William R. Hamilton (1805-1865) engajou-se na 
tarefa de criar um sistema numérico que desempenhasse no espaço tridimensional 
o mesmo papel, algebricamente falando, que o sistema dos números complexos 
desempenha no espaço bidimensional (o plano). Inicialmente o matemático imagi- 
nou que esses novos números seriam do tipo a + bi + cj (com 2 =j? = —1).Mas 
em 1843, depois de mais de dez anos de pesquisas, descobriu que eles tinham de 
ser do tipo a + bì + cj + dk (com ? = } = k? = —1) e que teria de abrir mão da 
comutatividade da multiplicação. A criação desses novos números, os quaternions, 
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mostrou que as leis clássicas da álgebra (como a comutatividade) podem não ser 
aplicáveis em certos casos. O trabalho de Hamilton e outros matemáticos colaborou, 
já no século XIX, para a criação de inúmeras “estruturas algébricas” novas, entre as 
quais as de “corpo” e de "anel! 

Na verdade, o embrião da idéia de corpo já aparecera nos anos 1820, nos tra- 
balhos sobre equações algébricas do norueguês N. H. Abel (1802-1829), Abel enten- 
dia por corpo uma coleção de números fechada para a adição, subtração, multipli- 
cação e divisão (salvo no caso de divisor igual a zero). Mas a idéia de corpo só se 
tornaria explícita quando o alemão R. Dedekind (1831-1916) introduziu os corpos de 
números de grau finito como base para o estudo dos números algébricos. 

Um número complexo se diz algébrico se é raiz de um polinômio com coeficien- 
tes racionais. Por exemplo, y 2/2 é algébrico, pois é raiz de p(x) = 2x? — 1.Um nú- 
mero complexo que não é algébrico diz-se transcendente. Os exemplos mais notáveis 
de números transcendentes são r e e. Demonstra-se que, se « e B são algébricos, 
também o são a + B, aß e a/B (se B + 0) e, portanto, o sistema dos números al- 
gébricos é um corpo, segundo a idéia de Abel, Porém, o primeiro matemático a dar 
uma definição abstrata de corpo foi H. Weber (1842-1913), num artigo de 1893. 

Essas pesquisas levaram naturalmente à idéia de inteiro algébrico. Um número 
complexo se diz inteiro algébrico se é raiz de um polinômio cujo coeficiente do ter- 
mo de maior grau é 1 e os demais são números inteiros. Por exemplo, o número i 
é um inteiro algébrico, pois é raiz de p(x) = x? + 1. Demonstra-se que, se a e B são 
inteiros algébricos, então a: + B e aß também o são. Mas œ/B não é necessariamen- 
te inteiro algébrico, mesmo quando B + 0. Nessas propriedades, compartilhadas 
pelo sistema dos números inteiros, inspira-se a definição de anel. Mas a primeira 
definição abstrata de anel (ver 2.1) só seria dada em 1914 pelo alemão A, Fraenkel 
(1891-1965), embora o nome anel já tivesse sido introduzido por D. Hilbert (1852- 
1943) perto do final do século XIX. 


2. ANÉIS E SUBANÉIS 


2.1 Conceito de anel 


Definição 1: Um sistema matemático constituído de um conjunto não vazio 
A e um par de operações sobre A, respectivamente uma adição (x, y) > x + y e 
uma multiplicação (x, y) > xy (ou x + y), é chamado anel se: 

(i) (A, +) é um grupo abeliano, ou seja: 

(a) se a, b, c E A então a + (b + c) = (a + b) + c (associatividade); 

(b)se a,b E A, então a + b = b + a (comutatividade); 

(c) existe um elemento 0, E A tal que, qualquer que seja a E A, a + 0, =a 
(existência de elemento neutro); 
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id) qualquer que seja a E A, existe um elemento em A, indicado generica- 

mente por —a, tal que a + (a) = 0, (existência de opostos). 
(ii) A multiplicação goza da propriedade associativa, isto é: 
se a, b, c E A, então albc) = (ab)c. 

(ii) A multiplicação é distributiva em relação à adição, vale dizer: 

se a, b,c E A, então alb + c) = ab + ace la + be =ac + bc. 

Por uma questão de simplicidade de linguagem, poderemos identificar a adição 
do anel com o símbolo + e a multiplicação com um ponto. E, quando não houver pos- 
sibilidade de confusão, até esses símbolos poderão ser omitidos. Por exemplo, será co- 
mum usarmos expressões como “Seja (A, +, -) um anel” ou mesmo “Seja A um anel” 
ou “Consideremos um anel A”. Naturalmente as duas últimas alternativas pressupõem 
que não haja confusão possível quanto às operações subentendidas. Outra maneira 
simplificada de nos referirmos a um anel A será dizendo que “A tem uma estrutura 
de anel”, o que naturalmente também pressupõe as operações já subentendidas. 


2.2 Propriedades imediatas de um anel 
Seja (A, +, -) um anel. 


(a) As propriedades aqui reunidas são consequências do fato de que a adição é 
uma operação sobre A e de que (A, +) é um grupo aditivo abeliano: 

+ O elemento neutro 0, é único. Esse elemento é chamado zero do anel e, quan- 
do não houver possibilidade de confusão, poderá ser indicado apenas pelo sím- 
bolo 0. 

+ O oposto —a de um elemento A do anel é único, 

+ Se a4, «0, E A, então —(a, + a, + «+ ap) = (70) + (207) + ud (an). 
(Observar que a comutatividade da adição foi usada.) 

» Sea E A, então —(-a) = a. 

+ Sea +x =a + y então x = y. Ou seja, todo elemento de A é regular para a 
adicáo. Ou, dito em outros termos, vale a lei do cancelamento da adição. 

+ A equação a + x = b tem uma e uma só solução: o elemento b+(—a). 


(b) Sea EA, entáo a-0=0-0=0. 
Justificação: 
0+a-0=0a-0=a:(0+0)= 


(cancelando a - 0) 


1 


0=a-0 


Analogamente se demonstra que 0 «a = 0. # 
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(c) Se a, b E A, então a(—b) = (—alb = —(ab). 
Justificagáo: 
ab + [-(ab)] = 0 = a - 0 = ajb + (—b)i = ab + aí—b) 


tcancelando ab) 


—(ab) = a(=b) 

Analogamente se demonstra que —(ab) = (—a)b. # 

(d)Se a, b E A, então (—a)(—b) = ab. 

Justificação: Devido à propriedade anterior, (—a)(—b) = —[a(—b)]. Pelo mesmo 
motivo, a(-b) = —(ab). Portanto: 

(-a)t-b) = —[-(ab)] = ab # 

Definição 2 (diferenças em um anel): Sejam a, b € A. Chama-se diferença entre 
ae b e indica-se por a — b o elemento a + (—b) E A. Portanto, a — b =a + (—b). 

(e) Se a,b E A, então a(b — c} = ab — ac e (a — be = ac — bc. 

Justificação: afb — c) = alb + (—c)] = ab + al--c). Como, porém, a(—c) = —ac, 
então: 

alb — c) = ab + (—ac) = ab — ac 
Deixamos como exercício a demonstração de que (a — b)c = ac — bc. A 


2.3 Alguns anéis importantes 

(i) Anéis numéricos 

São os mais importantes. As operações são as usuais, cujas propriedades, como 
é bem conhecido, cumprem os axiomas da definição: 

* anel dos números inteiros: (Z, +, .); 

* anel dos números racionais: (Q, +, .); 

* anel dos números reais: (R, +, .); 

* anel dos números complexos: (C, +, .). 

(ii) Anel das classes de resto módulo m 

Para todo inteiro m > 1,é o conjunto Z,, = {0, 1, 2, „m — 1) em relação às 
operações assim definidas: 

a+b=a+b e a-b=ab 

As propriedades dessas operações, estudadas no capítulo Ill, garantem que real- 
mente se trata de anéis. Apenas lembramos que o zero desse anel é a classe de que 
o oposto de um elemento a E Z,, é a classe m — a. 

Para simplificar, poderemos trabalhar eventualmente com um conjunto Z, sem 
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usar os traços sobre seus elementos. Ou seja, poderemos escrever simplesmente: 
Zo =40,1,2,..,m— 1) 
Mas, quando isso acontecer, deve-se lembrar que: 
a + b = resto da divisão de a + b por m 


ab = resto da divisáo de ab por m. 
Por exemplo, no anel Zz: 
9+11=8 e 9-11=3 

(iii) Anéis de matrizes 

Entre os exemplos de grupos aditivos dados no capítulo precedente, figuravam 
os das matrizes m x n sobre Z, Q, R e C, todos comutativos. E, entre os grupos mul- 
tiplicativos, os grupos lineares de grau n, cujos elementos são as matrizes quadradas 
racionais, reais ou complexas inversíveis (determinante não nulo), nenhum deles 
comutativo, salvo no caso em que n = 1. 

Como se trata agora de introduzir os anéis de matrizes, a partir desses grupos, 
e, portanto, as duas operações devem ser consideradas simultaneamente, então só in- 
teressam as matrizes quadradas. Lembrando as propriedades da adição e da multi- 
plicação de matrizes quadradas e que da definição de anel não faz parte o axioma da 
existência de inversos, podemos concluir que, para qualquer inteiro n > 0, sáo anéis: 

(MAD +, °), (MQ); HD (MAR), +, +), (MALO), +, +) 

respectivamente anel das matrizes inteiras, racionais, reais e complexas, de ordem n. 

Pode-se ir mais longe, porém. Se A é um anel, não importa qual a natureza de 
seus elementos, então pode-se construir o conjunto (M,(A), +, +) das matrizes n x n 
sobre A, para todo n > 1, de maneira análoga ao que é feito nos casos numéri- 
cos. E estender para essas matrizes a adição e a multiplicação do anel. No caso de 
(MAZy), +, +), por exemplo, se 


-[2 2) e call” 
2 1 2 
então: 
10 10 
B+C=|_ | e BC=|. - 
T a 01 


Não é difícil provar que, nessas condições, (M,(A). +, -) também é um anel: o anel 
das matrizes sobre A de ordem n. 

(iv) Anéis de funções 

Seja A = Z? = {f | f:Z > Z}. Se f, g E A, define-se a soma f + g e o produto 
de fg dessas funções da seguinte maneira: 

f+g:Z =Z e (f + gx) = f(x) + gbo), para todo x E Z; 

fg: Z => Z e (fgXx) = flo)g(x), para todo x E Z. 


214 €) 


Isso posto, pode-se mostrar que o terno constituído pelo conjunto A e as ope- 
rações (£,9) E A x A |f + g E A adição e (f, g) E A x A > fg EA (multipli- 
cação) é um anel; o anel das funções de Z em Z. Por brevidade, e até porque a difi- 
culdade envolvida é pequena, nos deteremos na justificação de apenas dois dos 
axiomas da definição de anel, 

« O zero do anel, como seria de esperar, é a função 04: Z — Z definida por 04(x) = 
= 0 (número zero), De fato, (f + 0,)(x) = F(x) + 0400) = f(x) +0 = f(x), qualquer 
que seja x E Z. Portanto, se f € A, então f +0, = f. 

« Provemos a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição. 
Se f, g, h E A, então, qualquer que seja x E Z: 

[Hg + AO) = FOAL + AL] = FOL) + AO) = 
= $0900 + FOO ALO = (£9)00 + (FAX) = (fg + FAO) 

Portanto, f(g + h) = fg + fh. Analogamente se demonstra que (f + g)h = fh+gh. 
(Isso, aliás, seria desnecessário, observando-se que a multiplicação é comutativa.) 

Da mesma forma introduzem-se os anéis Q®, R” e CC, De modo geral, se A é 
um anel e X é um conjunto não vazio, então pode-se transformar A* em anel, defi- 
nindo-se adição e multiplicação de funções de X em A de maneira análoga ao que 
foi feito em ZZ, 

Por exemplo, se X= (a, b} e A = Z, = (0,1), então o anel A das aplicações de X 
em Z, é constituído de 4 elementos, as funções f, g, h, u, definidas respectivamente 
pelas seguintes relações: 

fia) = 0 e f(b) = 0; gla) = 1 e g(b) = 1; hla) = 0 e h(b) = 1; ula) = 1 e u(b) = 0 

A título de ilustração, ressaltemos o seguinte: 

* o zero desse anel é a aplicação f; 

* =g = g, pois (g + g)(x) = g(x) + g(x)= 1 + 1=0€, portanto, g + g = f (ze- 
ro do anel); 

* —h = h (raciocínio análogo); 

+ —u = u (raciocinio análogo). 

(v) Produtos diretos 

Sejam A e B anéis e consideremos o produto cartesiano A x B. Há uma maneira, 
Por assim dizer, natural de transformar esse produto em um anel, que é definindo- 
se a adição e a multiplicação componente a componente. Ou seja: 


(a by) + (ax b)) = (0, + ap b, + bo) 


(a, by) + (az, bo) = (a103, b1b,) 
A verificação de que efetivamente (A x B, +, «) é um anel é rotineira. Por exem- 
Plo, o zero do anel A x B é o par (04, 0p), em que O, é o zero de A e 0, é o zero de 8, 
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pois (a, b) + (04,05) = (a + 04, b + Og) = (a, b). Segue, como exemplo, a demons- 
tração da associatividade da multiplicação: 
Ka, byXa,, balla; . b3) = (a103, bybo as, b3) = ((a,a)az, (biba, b3) = 
E (a¡(azax), b1(b203)) = (ar, by az03, bb) = (ay bla, boas, ba). 
Notar que na passagem * usou-se a associatividade em A e B; nas demais, a 
definição de produto. 


2.4 Anéis 

Um anel (A, +, :) em que o conjunto A é finito chama-se anel finito. Os anéis 
Z m (m > 1) são exemplos importantes de anéis finitos. Também são finitos os anéis 
A”, sempre que A é um anel finito e M um conjunto finito. Neste caso, se a indica 
o número de elementos de A e m o número de elementos de M, então A! tem a” 
elementos. 

Se A é um anel finito, as tábuas da adição e da multiplicação podem ser ins- 
trumentos úteis para visualizar algumas de suas características. Como exemplo, va- 
mos construir as tábuas do anel Z4 = {0, 1, 2, 3): 


itos 


o 
E 
elele lal] 
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A tábua da multiplicação revela que esse anel não segue totalmente as leis clás- 
sicas da álgebra. Notemos, por exemplo, o seguinte: 

2 - 2 = 0 (zero do anel) sem que os fatores sejam iguais a 0; 

2:1=2-+3e não é possível cancelar o 2, mesmo se tratando de um elemento 
diferente do zero do anel. 


2.5 Subanéis 


Definição 3: Sejam (A, +, -) um anel e L um subconjunto não vazio de A. Diz-se 
que L é um subanel de A se: 

(i) L é fechado para as operações que dotam o conjunto A da estrutura de anel; 

(ii) (L, +, -) também é um anel. (Naturalmente a adição e a multiplicação con- 
sideradas são as mesmas de A, porém restritas aos elementos de L.) 

Exemplo 1: Considerando-se as operações usuais sobre os conjuntos numéricos: 
Z é subanel de Q, R e C; Q é subanel de R e C; R é subanel de C. 

Exemplo 2:M,(Z) é subanel de M (O), M,(R) e M, (€); M, (0) é subanel de MAR) 
e M,(C); M, (IR) é subanel de M,(C). 
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Proposição 1: Sejam A um anel e £ um subconjunto não vazio de A. Então L 
é um subanel de A se, e somente, se a — b, ab E L, sempre que a,b € L. 

Demonstracáo: 

(=) Seja L um subane! de A. Da definição decorre que £ é um subgrupo do 
grupo abeliano A. Portanto, a — b € L sempre que a, b E L. Completando, a própria 
definição impõe que ab E £ sempre que a,b EL. 

(e) Por hipótese, se a, b € L, então a — b E L. Isso prova que L é um subgru- 
po do grupo aditivo A (proposição 1, capítulo IV). Por outro lado, considerando-se 
que, por hipótese, £ é fechado para a multiplicação; 

— se a, b, c E L, então a, b, c E A e, portanto, a(bc) = (ab)c, o que demonstra 
a associatividade da multiplicação em L; 

— se a,b,c E L, então a, b,c E A e, portanto, a(b + c) = ab +ac e (a +b)c =ac +bc, 
o que demonstra que, em £, a multiplicação é distributiva em relação à adição. 4 

Lembremos o seguinte: (i) se A é um anel, então A é um grupo aditivo; (ii) um 
subconjunto não vazio de um grupo aditivo é um subgrupo desse grupo se, e so- 
mente se, é fechado para a subtração. Então a proposição anterior pode ser formu- 
lada nos seguintes termos: 

“Sejam A um anel e L um subconjunto não vazio de A. Então Ł é um subanel de 
A se, e somente se, £ é um subrupo do grupo aditivo (A, +) e ab € L, quaisquer que 
sejam os elementos a,b E L.” 

Exemplo 3: L = {a + by 2 | a,b € Z}. L é um subanel de R, pois, se a + by2, 
c+d 2 EL, então: 

(a+ bv2) - lerdv2)=(0- 0 + tc- d2 EL 
(a +02 Mc + dy2)=(ac + 2bd) + (ad + boy 2 EL 
Esse subanel de R costuma ser denotado por FAR 2 ij; 


Exemplo 4: Consideremos o anel A = RÈ das funções reais de uma variável 
real. Seja L = {f E A | (1) = 0). L é um subanel de A, porque não é um conjunto 
vazio (a função h: R — R, definida por f(x) = x — 1, por exemplo, pertence a L) e, 
se f, g EL, então: 

(£- 9(1M=F(-g()=0-0=0 


19M =HM9N)=0-0=0 
O que significa que f — g, fg EL. 
£xemplo 5: Seja L um subconjunto náo vazio de Z.Entáo £ é subanel de Z (ope- 
rações usuais) se, e somente se, £ é um subgrupo do grupo aditivo Z. 


A própria definição de subanel garante, como já ressaltamos na demonstração 
da proposicáo 1, que, se £ é um subanel de Z, então Ł é um subgrupo de Z. 
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Reciprocamente, seja L um subgrupo do grupo aditivo Z. Mas, como já vimos, L 
é cíclico, pelo fato de Z ser um grupo aditivo cíclico. Então £ = [a] = (0, ta, +2a, ..., 
para algum a € L. Isso posto, se x,y E L, então x = sa e y = ta, para convenientes 
inteiros sete, portanto, x — y = {s — ta € Ł e xy = (staja E L.A proposição 1 
nos garante, entáo, que £ é subanel de Z. 

Esse resultado, visto por outro ángulo, diz o seguinte: ! é subanel de Z se, e 
somente se, existe n € L tal que L = (0, +n, +2n, ..). Na teoria dos anéis, o conjunto 
dos múltiplos inteiros de um elemento n € Z ás vezes é indicado por nZ. 


3. TIPOS DE ANÉIS 


A definição de anel é bastante aberta no que se refere à multiplicação. Por exem- 
plo, há anéis que possuem elemento neutro para a multiplicação e outros que não. 
O anel Z, por exemplo, possui elemento neutro para a multiplicação: o número 1. Já 
o anel 27 = (0, +2, +4, ...) (que é um subanel de 7), não. 

Da mesma forma, há anéis cuja multiplicação é comutativa e outros em que isso 
não acontece, Por exemplo, a multiplicação do anel dos inteiros goza da proprie- 
dade comutativa. Mas, no anel M,(R), por exemplo, isso não acontece, salvo quando 
n = 1.E há outros aspectos em relação aos quais os anéis podem ser subdivididos. 
Um dos objetivos em vista agora é explorar toda essa abertura propiciada pelos axio- 
mas referentes à multiplicação. 


3.1 Anéis comutativos 
Definição 4: Seja A um anel. Se a multiplicação de A goza da propriedade 
comutativa, isto é, se 
ab=ba 


para quaisquer a, b E A, então se diz que A é um anel comutativo. 
Exemplo 6: Os anéis 7, Q, R e C cuja multiplicação é sabidamente comutativa. 


Exemplo 7: Os anéis Z,, das classes de resto, módulo m. De fato, se a, b E Zm 
então ab = ba (multiplicação módulo m), pois o resto da divisão de ab por m é 
igual ao resto da divisão de ba por m. 


Exemplo 8: Os anéis de funções A”, sempre que A é um anel comutativo. 
Realmente, se f, g € A” e se x é um elemento genérico de X, então: 
(9100 E fdg) E gorra E (gu) 
Portanto, fg = gf. 
Notar que nas passagens assinaladas com * usamos a definição de produto 


de funções e na passagem assinalada com ** a comutatividade da multiplicação 
em A. # 
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Contra-exemplo 1: Não são comutativos os anéis M,(A), em que A indica Z, Q, R 
ou €, sen > 1. De fato, como já vimos (exemplo ix, 2.4, capítulo IV), sen > 1e 


Vs RR | 100. 0 


então AB + BA, 


3.2 Anéis com unidade 
Definição 5: Seja A um anel. Se A conta com elemento neutro para a multipli- 
cação, isto é, se existe um elemento 1, E A, 14 + Oy tal que 
a:14=1,4=0 
qualquer que seja a E A, entáo se diz que 1, é a unidade de A e que A é um anel 
com unidade. Quando náo houver possibilidade de confusáo, poderemos indicar a 
unidade simplesmente pelo símbolo 1. 


Exemplo 9: Os anéis Z, Q, R e C cuja unidade é o número 1. 

Exemplo 10: Os anéis Z „ das classes de resto módulo m. A unidade é a classe 1 
poisa -1=a+1=a e Zp é comutativo. 

Exemplo 11: Os anéis M,(A), em que A é um dos anéis Z, Q, R ou C. A unidade 
é a matriz 


Exemplo 12: Se A é um anel com unidade, então a aplicação constante u: X — A, 
ul) = 14, é a unidade do anel A”. De fato, para qualquer f E A* e qualquer 
XE Xu) = fixulx) = f(x) +1, = Fx). Portanto, f + u = f. Analogamente se 
demonstra que u : f = f. Isso mostra que, se A é um anel com unidade, o mesmo 
Ocorre com 4%, 


Contra-exemplo 2: Os anéis nZ não possuem unidade quando n + 11. 
Consideremos, por exemplo, o caso em que n = 2, ou seja, consideremos o anel 27 = 
={0,+2, +4, «). A unidade, se existisse, seria um número par 2x, tal que a - (2x5) = 
= a, para todo a € 2Z. Mas isso implica 2x, = 1, igualdade impossível em 2Z. 

Definição 6 (potências num anel): Seja A um anel com unidade. Se a E A e n 
é um número natural, define-se a” (potência n-ésima de 4) por recorrência da se- 
9uinte maneira: 


o nta 


=t ea = q"a (sempre que n = 0) 
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Proposição 2: Seja A um anel com unidade. Se a E A e m, n são números 


naturais, então: (i) aa” = a” +”, (ii) (a”y” = ar”, 


Demonstração: 

(i) (Por indução sobre n) 

Se n= 0, então aa? = a” - 1,= a" = a™ - °, Portanto, a propriedade vale 
para n =0, 

Seja r = 0 um número natural e suponhamos a”a” = a” +. 

Então: aa" + 1 E amara) É (aaja "= (a™ + Na E aim + D+, 

Portanto, se a propriedade vale para r > 0, vale também para r + 1. De onde, 
pelo primeiro princípio de indução, vale para todo n = O, 

Observar que nas passagens assinaladas com * usamos a definição; na pas- 
sagem assinalada com **, a associatividade da multiplicação; e na passagem assi- 
nalada com ***, a hipótese de indução. 

(ii) (Por indução sobre n) 

Se n = 0, então (a™)? = 1, = a” = a” *%. Portanto, a propriedade vale para n = 0. 

Seja r = 0 um número natural e suponhamos (a”)' = a”. 

Então: (amy 1 E (aa? E arar E art mart) D, 

Portanto, se a propriedade vale para r > 0, vale também para r + 1. De onde, 
pelo primeiro princípio de indução, vale para todo n = 0. 

Observar que na passagem * usamos a definição; na +* a hipótese de indu- 
ção; e na **% a propriedade anterior. 4 

Seja A um anel com unidade e £ um subanel de A. As seguintes possibilidades 
podem ocorrer: 


* £ possui unidade e essa unidade é a mesma de A. É o que ocorre, por exem- 
plo, com o anel Z dos inteiros como subanel do anel Q dos números racionais. O 
número 1 é a unidade de ambos. 


* L não possui unidade, mesmo A sendo um anel com unidade, Por exemplo, 2Z 
como subanel de Z. 


* Le A são anéis com unidade, mas as unidades são diferentes. Deixamos como 
exercício a verificação de que isso acontece, por exemplo, com o anel M;(R) e o 
subanel £ constituído pelas matrizes do tipo 


a 0 
o o 
1 0 1 0 
Enquanto a unidade de M,(R) é o 1]? deLé 00 (verificar. 


* Nem L nem A possuem unidade. Isso ocorre, por exemplo, com 4Z = 
= {0, =4, 18, .. como subanel de 2Z = (0, +2, +4, ...). 
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+» A não é um anel com unidade, mas Ł possui unidade. É o caso, por exemplo, 
do anel A = 2Z x Z (produto direto), que não possui unidade, e de £ = {0} x Z, que 
é subanel de A e cuja unidade é o par (0, 1). (Sugerimos, como exercício, a verifica- 
ção desses fatos.) 

Definição 7: Sejam A um anel e L um subanei de A, ambos com unidade. Se 
14 = 1g, diz-se que L é um subanel unitário de A. 

Exemplo 13: Se L é um subanel do anel R dos número reais e £ possui unidade, 
então essa unidade é a mesma de R, ou seja, é o número real 1. 

Seja 1, a unidade de L. Então: 

1.111%1.1 

Cancelando-se 1, na igualdade 1, +1, = 1 +1,, obtém-se 1, = 1, 

Notar que na passagem assinalada com * usamos o fato de que 1, E L e que 
1, é a unidade de L e na passagem assinalada com **, que 1, E R (pois L C R) 
e 1 é à unidade de R. O estudante deverá notar que o raciocínio usado neste caso 
para R pode ser empregado para Z, Q ou ©. 


3.3 Anéis comutativos com unidade 

Definição 8: Um anel cuja multiplicação é comutativa e que possui unidade 
chama-se anel comutativo com unidade. 

Exemplo 14: Os anéis numéricos Z, O, R e €. 


Exemplo 15: Se A é um anel comutativo com unidade, o mesmo se pode dizer 
de Af, qualquer que seja o conjunto X + Ø. (Ver exemplos 8 e 12.) 


3.4 Anéis de integridade 


Consideremos o anel dos inteiros Z e o anel Z? das funções de Z em Z. Em- 
bora ambos, como já vimos, sejam anéis comutativos com unidade, eles diferem 
num ponto muito importante, Isso porque, enquanto no primeiro vale a fei do anu- 
lamento do produto, ou seja: 

"Se a,b E Z e ab = 0, então a = 0 ou b = 0", 
no segundo isso não acontece. De fato, consideremos as funções f, g: Z > Z de- 
finidas da seguinte maneira: 

F(0) = 1 e f(x) = 0, sempre que x + 0; 

9(0) = 0 e g(x) = 1, sempre que x + 0. 

Pela própria maneira como foram definidas, f e g são diferentes do zero do anet 
(que é a função constante 0). Não obstante, fg é o zero do anel, pois: 

(ro)(O) = F(0)g(0) = 1-0=0 
e sex # 0: 
(fab) = fLdgh) =0-1=0 
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Portanto, no anel Z7 não se verifica a lei do anulamento do produto. 
Essas duas possibilidades abrem espaço para a definição que segue. 


Definição 9: Seja 4 um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale 
a lei do anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo 
ab=0, 
em que a, b € A, só for possível para 
a = 0; ou b = 0; 
então se diz que A é um anel de integridade ou domínio. A forma contrapositiva 
dessa condição é a seguinte: Se a + 0 e b + O, então ab + 0. 


Exemplo 16: Todos os anéis numéricos, Z, Q, R e C, são anéis de integridade. 


Exemplo 17: Consideremos o anel de integridade Z e um conjunto unitário X = (a) 
e mostremos que A = Z* é um anel de integridade. Que se trata de um anel comu- 
tativo com unidade, já vimos. Ademais, como os elementos de A são as aplicações 
fai X — Z, definidas por f, (a) = n(n € Z), então o zero desse anel é a aplicação fp. 
Como (f, - £ a) = fla) fa) = rs = f(a), então f, - fs = f,,. Assim, se f, + fo € fs E fo, 
ou seja,r # O e s + 0, então f, + 0, uma vez que rs + 0. 

No entanto, se X possuir mais do que um elemento, então A = Z* não é um 
anel de integridade. Sugerimos ao estudante provar esse fato. Para mostrar que não 
vale a lei do anulamento do produto em A, o raciocínio é o mesmo usado para o 
anel Z7”. 

Consideremos um anel comutativo A em que não se verifica a lei do anulamen- 
to do produto. Isso significa que no anel há pelo menos um par de elementos a, 
b + 0, (eventualmente esses elementos são iguais) tais que ab = 04. Quando isso se 
verifica, diz-se que a e b são divisores próprios do zero do anel. Portanto, um anel de 
integridade pode ser definido como um anel comutativo com unidade que não pos- 
sui divisores próprios do zero. Ou, ainda, como um anel comutativo com unidade cu- 
jo conjunto dos elementos diferentes do zero é fechado para a multiplicação. 


Exemplo 18:Se m > 1 é um inteiro composto, então sempre há divisores próprios 
do zero no anel Z,,. De fato, neste caso podem-se encontrar inteiros a e b tais que 
0 < a,b < m e m = ab. Portanto, a, b E Z m.a, b + 0 e a + b = ab = m = 0. No anel 
Z por exemplo, o único divisor próprio do zero é o 2 (observar que 2 - 2 = 4 = 0). 


Proposição 3: Um anel de classes de restos Z,, é anel de integridade se, e 
somente se, m é um número primo. 

(=) Se m fosse composto, então Z „ possuiria divisores próprios do zero, como 
já se mostrou no exemplo 18. Mas isso contraria a hipótese. 

(=) Como já sabemos, Z „ é um anel comutativo com unidade, qualquer que 
seja m > 1. Suponhamos, com a hipótese feita, que a - b = ab = 0, para algum par 
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de elementos a, b E Z „. Daí, ab = mg (com q E Z) e, portanto, m | ab. Mas, como m 
é primo, por hipótese, entáo m | a ou m | b. Mas essas relações, em termos de classes 
de equivalência, se traduzem por a = ou b = 0, Ou seja, se m é primo, então Z „ não 
possui divisores próprios do zero e consequentemente é um anel de integridade. 7# 

Proposição 4: Seja A um anel comutativo com unidade A. Então A é um anel 
de integridade se, e somente se, todo elemento não nulo de A é regular para a mul- 
tiplicação. (Lembremos que ser regular significa obedecer à lei do cancelamento.) 

Demonstração: 

(=) Sejam a, b, c E A,a + 0,e suponhamos ab = ac. Daí, ab — ac = 0 e, portan- 
to, a(b — c) = 0.Como A, por ser um anel de integridade, não possui divisores pró- 
prios do zero, então b — c = 0, e, portanto, b = c. Isso mostra que a é regular para a 
multiplicação. 

(+) Temos de provar apenas que não há divisores próprios do zero em A. Para 
isso, indiquemos por a um suposto divisor próprio do zero de A. Então a + 0 e 
ab = 0 para algum b E A, b + 0. Mas, como 0 = a - O, então ab = a - 0. A hipótese 
de que a é regular, e que, portanto, pode ser cancelado nessa igualdade, nos obriga 
a concluir que b = 0,0 que não é possível. De onde, efetivamente não há divisores 
próprios do zero em A. 4 


3.5 Corpos 


Lembremos primeiro que a unidade e o zero de um anel com unidade sáo 
elementos diferentes (definição 5). Portanto, num anel com unidade, as equações 
0-x=1ex+0=1 não têm solução, Ou seja, o zero de um anel com unidade, qual- 
quer que seja ele, não tem simétrico multiplicativo (inverso). Por outro lado, como 
1+1=1e (2-1) = 1,a unidade de um anel com unidade e seu oposto sempre 
têm simétrico multiplicativo. No que segue, adotaremos a notação U(A) para indicar 
os elementos de um anel que têm inverso, elementos esses que serão chamados de 
inversíveis. Como vimos, U(A) nunca é vazio, mas também nunca inclui o zero. 

Ocorre que há certos anéis comutativos com unidade em que só o zero não é 
inversível, É o caso, por exemplo, dos anéis Q, R e C. E anéis em que, além do zero, 
há outros elementos não inversíveis, como, por exemplo, o anel Z dos números in- 
teiros. Na verdade, U(Z) = (—1, +1}. A definição que segue diz respeito à primeira 
dessas possibilidades. 


Definição 10: Seja K um anel comutativo com unidade. Se U(K) = K* = K — (0), 
então K recebe o nome de corpo. 


Exemplo 79: Os anéis numéricos, Q, R e C, são corpos. 


Contra-exemplo 3: O anel A = RÉ das funções reais de uma variável real não é 
Um corpo. Para provar esse fato, lembremos que a unidade desse anel é a função 
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u: R — R, definida por u(x) = 1, qualquer que seja x € R. Isso posto, consideremos 
a função f: R — R assim definida: f(0) = 0 e f(x) = 5, sempre que x + 0. Por não 
ser a função constante 0, f não é o zero do anel RË. E como, qualquer que seja a 
função g:R — R: 
(£9)(0) = $(0)9(0) = 0 - g(0) = 0 
então fg + u. Ou seja, f não é inversível. 
Proposição 5: Todo corpo é um anel de integridade. 


Demonstração: Temos de provar apenas que num corpo vale a lei do anulamen- 
to do produto. Para isso, sejam K um corpo e a,b € K tais que ab = 0. Suponhamos, 
por exemplo, que a + O e que, portanto, a é inversível. Multiplicando-se os dois 


membros da igualdade ab = 0 por a”!: 


a` (ab) =a7'-0=0 

Porém, como a” (ab) = b, então b = 0. 

Analogamente se demonstra que, se b + 0, então a = 0. Então um produto 
de dois fatores de K não pode ser nulo sem que um deles o seja, o que demonstra 
que K é um anel de integridade. # 

A reciproca dessa proposição não é verdadeira. De fato, o anel Z, por exemplo, 
é um anel de integridade mas não é um corpo, pois U(Z) = (—1, +1}. Mas numa 
situação muito especial essa recíproca vale, como veremos a seguir: quando o anel 
de integridade é finito. Para a demonstração desse fato usaremos o seguinte resul- 
tado da teoria dos conjuntos: se um conjunto A é finito e f: A — A é uma aplicação 
injetora, então f é sobrejetora e, portanto, Im(f) = A. Diga-se de passagem que, em- 
bora esse resultado seja bastante intuitivo, sua demonstração não é nada imediata. 


Proposição 6: Todo anel de integridade finito é um corpo. 


Demonstração: Seja A um anel de integridade formado de n elementos, diga- 
mos, A = [a,,a),..., an). O artifício da demonstração, como já adiantamos, é desco- 
brir uma conveniente aplicação injetora de A em A. E, para isso, usaremos o fato de 
que todo elemento de A — (0) é regular para a multiplicação. Seja a um desses 
elementos e consideremos f: A — A assim definida: f(a,) = aa;{i = 1,2, «4 n). 

Se f(a;) = fla), então aa, = aa; e daí, cancelando-se a (o que é possível, pois 
a + 0 e À é um anel de integridade), a; = a; Isso mostra que f é injetora e, portar 
to, como já observamos, que f é uma bijeção. Portanto: 


Im(£) = [aa,, aaz, ... aa,} = A 
Assim, a unidade do anel, que é um dos elementos a, pode ser escrita como 
1=aa, 
para algum r, 1 = r = n. Ou seja, a é inversível. Se todo elemento de A, diferente 
do zero, é inversível, então A é um corpo, como queríamos demonstrar. 7 
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Exemplo 20: Se p é um número primo positivo, então Zo é um corpo. De fato, 
como já foi demonstrado (proposição 3), neste caso Z, é um anel de integridade. 
E, como é finito, a proposição 6 nos assegura que Z, é um corpo. 

Segue uma maneira equivalente, às vezes mais conveniente, de definir corpo. 

Definição 10”: Um objeto matemático constituído de um conjunto não vazio K, 
uma adição e uma multiplicação sobre K recebe o nome de corpo: (i) se K é um gru- 
po abeliano no que se refere à adição; (ii) se O indica o elemento neutro da adição, 
K* = K — (0) é um grupo abetiano no que se refere à multiplicação; (iii) se a multi 
plicação é distributiva em relação à adição. 

Na sequência, segue a justificação da equivalência entre as definições 10 e 10% 


(Definição 10) — (Definição 10) 

Por hipótese, K é um corpo, conforme a definição 10. Por conseguinte, (K, +) é 
um grupo abeliano. Por outro lado, como K é um anel de integridade (proposição 5), 
então K* = K — (0x) é fechado para a multiplicação. Além disso, 1, + Oy (definição) 
e portanto, 1, E K*. E também, se a E K*, então a”! € K*, pois aa”! = 1,. Quanto à 
associatividade e à comutatividade da multiplicação, como valem em K valem também 
em qualquer parte fechada de K, em particular em K*. Portanto, (K*, -) é um grupo 
abeliano. A distributividade da multiplicação em relação à adição vale por hipótese. 

(Definição 10) — (Definição 10) 

Neste caso, cumpre mostrar que a associatividade e a comutatividade da multi- 
plicacáo, que, por hipótese, valem em K*, podem ser estendidas para K. Acontece que 
a demonstração da propriedade 2.2 (b), desta seção, poderia ser reproduzida aqui, 
textualmente, com as hipóteses com que contamos. Ou seja, com essas hipóteses 
demonstra-se que a - Ox = Ox + a = O, qualquer que seja a € K. Assim, por exemplo, 
dados a, b E K, se um dos fatores é igual a Oz, então ab = O, = ba e, portanto, a comu- 
tatividade da multiplicação, que vale em K*, por hipótese, vale também em K. Coisa 
análoga acontece com a associatividade da multiplicação: o fato de valer em K* implica 
que vale em K. Quanto à unidade, é o elemento neutro do grupo K* (por qué?). # 


Definição 11 (subcorpo): Seja (K, +, -) um corpo. Um subconjunto náo vazio 
LC K é chamado subcorpo de K se é fechado para a adição e a multiplicação de K 
e se L também tem uma estrutura de corpo (claro, para as operacóes de K, restritas 
aos elementos de 1). 

Exemplo 21: Q é subcorpo de R que, por sua vez, é subcorpo de C. 

Proposição 7: Sejam K um corpo e £ um subconjunto não vazio de K. Para que 
£ seja um subcorpo de K é necessário e suficiente que: (i) 0,1 € L; (ii) se x, yEL 
então x — y E L; (iii) se x,y € Ley # O, então xy ' EL. 

Demonstração: Por brevidade, demonstraremos apenas a condição suficiente. 
Primeiro, observemos que da hipótese decorre diretamente que £ é um subgrupo do 
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grupo aditivo K. Além disso, se x, y E L*, então x, y E Ley + 0 e, daí, xy EL 
por hipótese. Mas, como x,y ! + 0, e estamos num corpo, então xy”! E L*. Logo, 
£* é um subgrupo do grupo multiplicativo K*. Que a adição e a multiplicação de K, 
quando restritas a L, são operações sobre esse conjunto decorre dessas conclusões 
e de que x - 0 = 0 + x= 0, qualquer que seja x E L. Ademais, como a distributividade 
da multiplicação em relação à adição, por valer em K, vale também em L, a definição 
10' garante que L tem estrutura de corpo para as restrições das operações de Ka 
seus elementos. De onde, Ł é subcorpo de K. 42 

Exemplo 22: Provar que £ = fa + by 2 | a,b E Q} é um subcorpo do corpo R 
dos números reais. 

ü 0=0+0-x2e1=1 +0 -y 2:l090,0,1 EL 

(ii) Se x,y E L, então esses elementos podem ser postos assim: x =a + by? 
ey=c+rdy2(a bc de Q.Logox-y=(a-—c)+ (b-d)y2.Como (a — c), 
(b - d) E Q,entáo x— y €L 

(iii) Se x,y E L e y + 0, então esses elementos podem ser representados assim: 
x=a+by2ey=c+di2(a,b,c,d€ Q, c + 0 ou d + 0). Então: 


a+by2 la+by2 Me dv2) (ac 26d) + (bc — ad) 2 


1 


Xy” = — 
edsa (erdva)le- az) 2d 
ac — 2bd be=ad — 
=—— + 2 


AN 
2-21? cd? 
Como c? — 2d? + 0, pois, caso contrário, c/d = v2,0 que é impossível, já que c, 


ac—2bd bc- ad 
d E Q, então ——— e 
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são números racionais e, portanto, xy"! € L. 


1. Prove que o conjunto Z dotado da lei usual de adição e da mulplicagáo defini- 
da por a » b = 0, para quaisquer a e b em Z, é um anel. 


2. Mostre que o conjunto Q dotado das leis de composição & e O abaixo definidas 
é um anel, 
aBb=a+b-1 
aOb=a+b-ab 


3. Consideramos as operações * e A em Q definidas por: 
x 
xxy=x+y—3 e xay=x+y- E 


Mostre que (Q, *, A) é um anel comutativo com elemento unidade. 
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4, Seja A um anel. Em A x A estão definidas as duas operações seguintes: 
(a,b) T (c,d) =(a + c,b+d) 
(a, b) * (c, d) = (ac, 0) 
Prove que A x À é um anel. 


5. Demonstre que Z x Z munido das operações + e A abaixo definidas é um anel. 
(a,b) » (c,d)=(a + c, b + d) 
(a, b) A (c, d) = (ac, ad + bc) 


6. Consideremos em Z x Z as operações + e - definidas por: 
(a,b) + (c,d) = (a + c,b + d) e (a,b) + (c, d) = (ac — bd, ad + be) 
Mostre que (Z x Z, +, +) é um anel comutativo com unidade. 


7. Seja p um número primo, Seja A o subconjunto de Q formado pelos números 


7 tais que n £ 0 ep 4 n. Mostre que À é um anel, 


8. Sejam S, um conjunto, A um anel e f: S > A uma aplicação bijetora, Para cada 
par x, y € S, definimos: 
x+ y= f UEO + EY) e xy = FEOF) 
Mostre que essa soma e esse produto definem uma estrutura de anel sobre $. 


9. Seja E um conjunto não vazio, Em P(E) considere as operações: 
xAy=(xUy-(XNy) e x*y=xMy 
Admitindo conhecidas as propriedades da reunião e da interseção de conjun- 
tos, prove que (P(E), A, +) é um anel comutativo com unidade. 


10. Consideremos as operações * e A em Z definidas por: 
x*y=x+0a0y-2 e xAy=xy+bx+cy+d 
em que a, b, c, d são números inteiros dados. 
Determine a, b, c, d de modo que (Z, +, A) seja um anel. Para os valores obti- 
dos de a, b, c, d, (Z, *, A) é um anel comutativo com unidade? 


11. Seja A um anel cujas duas leis de composição são iguais, isto é, a + b = ab, 
Va, b € A, Mostre que A = (0). 


12. Seja A um anel. Mostre que alb — c) = ab — ac e (a — bje=ac — be, quaisquer 
que sejam a, b, c EA. 


13. Seja A um anel em que x? = x, para todo x E A. Mostre que x = x, Vx E A e 
A é comutativo. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


22. 


Sugestão: Considere os produtos (x + x}? e tx + y). 


Seja (A, +, +) um anel com unidade. Mostre que a comutatividade da adição é 
consequência dos demais axiomas que compõem a definição de anel. 
Sugestão: Prove que (9 + b) — (b + a) =0 


Sendo a e b elementos de um anel comutativo A, mostre que 


(a +b" =a" + (Pato +. +Oabr + b",Vn>0,nEZ. 
1 1 


Construa as tábuas da adição e da multiplicação no anel A = {a, b} com dois 
elementos distintos. 


Construa as tábuas da adição e da multiplicação no anel A = {a, b, c} com três 
elementos, todos distintos. 


Sabe-se que A = fa, b, c, d} e (A, +, +) é um anel em que os elementos neutros 
das operações + e + são, respectivamente, a e b. Conhecendo-se os compostos 
b+b=ac+c=a,cd=a, construa as tábuas das duas operações, 


Verifique se existe um anel A = (a, b, c, d} tal que (A, +) é isomorfo como 
grupo ao Z4 e xX? =x, Yx EA. 


Determine quais dos seguintes subconjuntos de Q são subanéis: 
a) Z gc-[EcQjaezdez2|b) 
b)B=(xEQ|xé€Z) ao (e QlacZenez) 


Verique se sáo subanéis: 


a) L=(a+bv2 |a, b E Q} do anel R; 
b) Z do anel do exercicio 2; 
c) 2Z x 2Z do exercício 5. 


Quais dos conjuntos abaixo são subanéis de M (R)? 


slim A 
ds A 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31 


32. 


33, 


Mostre que Q? (conjunto das funções de Q em Q) é um subanel de R" (anel 
em relação à adição e à multiplicação de funções). 


Se B e C são subanéis de A, então B N C é subanel de A. Prove. 


Ache todos os subanéis do anel Ze 
Sugestão: Determine todos os subgrupos de (Z ¿, +) e verifique quais são fecha- 
dos para a multiplicação. 


Resolva a equação 3x + 2 = 6x + 7 no anel Zg. 
Determine x em Z; tal que 3x + 1 =2. 


3x+2y=1 


no anel Z, 
ax +6y=2 


Resolva o sistema de equações: i 
Detemine x,y E Z y), satisfazendo o sistema de equações: 
e + 5y=7 

UK +ty=2 


Chama-se comutador de dois elementos x e y de um anel A ao elemento 
f(x y) = xy — yx. Mostre que: 

a) xe y comutam se, e somente se, f(x, y) = 0; 

b) f(x, x)=0,Vx E A; 

O FAY) =- HO, Yxy EA; 

d) f(x, Hy 2) + Fly, F(Z,)) + Fiz Hx, y) = 0 (Identidade de Jacobi). 


+ Determine o conjunto dos elementos regulares para a multiplicação e o conjun- 


to dos elementos inversíveis de cada um dos seguintes anéis; 


a) Z e) Za 

b) Q f) Zu 

c) Z x Z (produto direto) g) MAR) 
d) Z, h) Zx Z; 


Que anéis do exercício 31 são de integridade? E que anéis são corpos? 


Determine todos os divisores próprios de zero, todos os elementos regulares 
para a multiplicação e todos os elementos inversíveis do anel 7 4. 


C 229 e) 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40, 


41. 


Ache os elementos inversíveis dos seguintes anéis: 
a) (0,0,0)emqueadb=a+b-1e aOb=a+b- ab 
(O, Y, O) é um corpo? 
b) (Z xZ, +, *), em que (a,b) + (c,d) = (a +c,b+d) e (a,b) -(c,d) = (ac ad + be) 


Determine os divisores próprios de zero do anel (Z x Z, +, +) do exercício anterior, 
Dé exemplo de um anel com unidade em que só a unidade é inversível, 


a) Quais são os elementos inversíveis do anel Z,a? 
b) Resolva em Z ,g O sistema: 

5x + 2y=1 

x+1iy=7 


Quais dos conjuntos abaixo são anéis de integridade? Suponha que a adição 
e a multiplicação são as usuais. 


aA=[x+1|xeZ) dD=fkx+yv31xy€2) 
b)8=(2x|x€Z) S)E=(x+y3]xy€ Q 
o C=(x 2 xE 0) f) F=fla+rbi2+ca15+dv10|a,b,c,dE Z) 


Mostre que A = 1(2,,22: 22,21) | Z1, Z2 € Č}, com adição e a multiplicação 
definidas por 
(a b,c d) + (efg, h =(la+eb+fc+gd+h) 
(a,b,c,d) - (e, f, g, h} = (ae + bg, af + bh, ce + dg, cf + dh) 


é um anel comutativo com unidade. 


Mostre que A = f(a, b, —b, a) | a, b E Q}, com adição e a multiplicação defi- 
nidas por 
(a,b,c,d) + le,f,g,h)=la+eb+fc+gd+h) 
(a, b, c,d) » (e, f, g, h) = (ae + bg, af + bh, ce + dg, cf + dh) 
é um corpo, 


Considere A = ((a,, a,, 03,44) | a; € R}, com adição e a multiplicação definidas 
respectivamente por: 
(ara asa) + (by da, b3, ba) = (a, + bi a + b,,03 + b3,04 + ba) 
(a, 3, a3, a4) (b4, bo by b4) = (a, * by, 0 + bras © Da, Ga > ba) 
Sabendo que A é um anel comutativo com unidade, mostre que A não é anel 
de integridade. 


C>- zo -E 


42. Um elemento a de um anel A se diz idempotente se a? = a e nilpotente se 
existe n E Nº, de modo que a” = 0, Mostre que o único elemento não nulo e 
idempotente de um anel de integridade é a unidade e que o zero é o único 
elemento nilpotente de um anel de integridade. 


43. Se E é um conjunto não vazio, mostre que no anel A = Y 
tos são idempotentes. (Ver exercício 9.) 


(E) todos os elemen- 


44. Ache o conjunto dos elementos nilpotentes dos seguintes anéis: Z, Ze Zg, 
Zıx Ze RE, 


45. Mostre que o conjunto dos elementos nilpotentes de um anel comutativo A 
é um subanel de A. 


46. Prove detalhadamente o seguinte: se a E A (anel de integridade) e a? = 1, então 
a=loua=-=1, 


47. Mostre que se A é um anel de integridade, x E A e x? = x então x = 0 ou x 


48. Seja A um anel com unidade tal que x? =x, Yx E A. Mostre que A é um anel 
de integridade se, e somente se, A = (0, 1). 


49, Verdadeiro ou falso: se A é um anel de integridade e L é um subanel de A, 
então 14 = 1,. Justifique. 


50. Seja A um anel que possui um elemento e tal que e? = e, e não é um divisor 
próprio de zero de A. Mostre que e é a unidade de A. 


51. Sejam A e B anéis com unidade. Ache os divisores próprios de zero de A x B, 
bem como os elementos inversíveis desse anel. Pode A x B (produto direto) ser 
um corpo? 


52. Seja K o conjunto dos números do tipo a + bi, em que a e b são racionais e / 
é a unidade imaginária. Mostre que K é um corpo. 
Sugestão: Prove que K é um subcorpo de C. 


53. Determine quais dos seguintes subconjuntos de R são subcorpos: 


aa=fo+b2|0€ De beQ) q C=fav2+bi3[0E0 e bea 
bB=la+bi2|ac Ve beO) dD=(a+rby2]aEZ e bEZ) 
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54. O subconjunto M = (0, 1) de um corpo K qualquer é subcorpo de K? 
55. Se B e C são subcorpos de um corpo A, então 8 N C é um subcorpo de A. 


56. Verdadeiro ou falso: existem infinitos subcorpos de R? 
Dê uma justificativa razoável para a resposta. 


57. Prove que o único subcorpo de Q é o próprio Q. 


58, Mostre que (a + b)? = a? + bP, quaisquer que sejam a e b em Z,, com p 
número primo, 


Ex 


s complementares 


C1. Seja M um subconjunto não vazio de um anel A e seja C(M) o conjunto dos 
elementos de A que comutam com todos os elementos de M. Mostre que C(M) 
é um subanel de A. 


C2. Seja K = (0, 1, a, b} um corpo. Construa as tábuas da adição e da multiplicação 
desse corpo. 
Sugestão: Comece com a tábua da multiplicação; depois mostre que a + b=1, 
1+a=b,etc. 


C3. Prove que O é o “menor” subcorpo de R. 
Sugestão: Prove que, se K é subcorpo de R, então O C K. 


V-2 HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS DE ANÉIS 


4. INTRODUÇÃO 


Tal como no caso dos grupos, o papel dos isomorfismos de anéis, conceito cen- 
tral desta seção, é em essência o de separar os anéis em classes disjuntas, de manei- 
ra tal que as propriedades pertinentes à estrutura de anel deduzidas para um dos 
representantes de uma das classes possam ser estendidas para todos os outros anéis 
da mesma classe, apenas mudando-se convenientemente as notacóes (dos elemem- 
tos e das operações), Ou, dito de outro modo, que um anel de uma dada classe possa 
substituir eventualmente, em tudo o que diga respeito à estrutura de anel, outro qual 
quer dessa classe, sempre que isso possa ser conveniente. Reflete bem essa situação 
imaginar os anéis de uma mesma classe como “cópias” uns dos outros. 
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Essa idéia pressupõe, de um lado, uma correspondência biunívoca entre todos 
os anéis da mesma classe. E, de outro, que essa correspondência preserve as opera- 
ções envolvidas, no sentido da definição 12. 


5. HOMOMORFISMOS DE ANÉIS 


Definição 12: Dá-se o nome de homomorfismo de um anel (A, +, -) num anel 
(8, +, +) a toda aplicação f; A — B tal que, quaisquer que sejam x, y E A: 


Fix + y) = fix) + fly) 


Fly) = FF y). 

Nessas condições, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f; A => B co- 
mo um homomorfismo de anéis. Quando se tratar do mesmo anel, o que pressupõe 
A = B, a mesma adição e a mesma multiplicação em A, tanto como domínio como 
contradomínio, então f será chamada de homomorfismo de A. 

Se um homomorfismo é uma função injetora, então é chamado de homomor- 
fismo injetor. E, se for uma função sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor. O caso 
em que f é bijetora corresponde ao conceito de isomorfismo e será estudado sepa- 
radamente, 

Convém observar ainda que, se À e 8 são anéis, então (A, +) e (B, +) são grupos 
e, portanto, um homomorfismo de anéis f: A — B também é um homomorfismo 
do grupo aditivo A no grupo aditivo B. 


A a OS 
EA. 


Exemplo 23: Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplicação f: A — B, f(x) = Op 
(x € A) é um homomorfismo de anéis, já que: 

* fla + b) = 0p = Os + Op = fía) + F(b); 

* Fab) = Op = Og + Og = f(a) f(b). 

Exemplo 24: Consideremos os anéis A=7 eB=7 x Z {produto direto) e a aplica- 
São f: A — B assim definida: f(n) = (n, 0). A aplicação f é um homomorfismo, pois: 

* f(m +n) =(m +n, 0) = (m, 0) + (0,0) = f(m) + fin); 

* F(mn) = (mn, 0) = (m, 0Xn, 0) = f(m) f(n). 
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Exemplo 25: Para cada inteiro m > 1, há um homomorfismo natural do anel Z 
no anel Z,, das classes de resto módulo m: a aplicação Pm: Z — Zm definida por 
Pal) = r, para cada r € Z, De fato, para quaisquer r, s E Z: 
+5= pol) + país); 

* Pmlis)=1s="15 = Pl) pis) 

Pm é um homomorfismo sobrejetor, porque todo y E Z,, é uma classe y = r, 
que obviamente provém de r E Z através de pm- 


t Pal +s=r+ 


Exemplo 26: Seja A = Z 2] =(m+ny2|m,n € Z} e consideremos f:A — A 
assim definida: f(m +ny2 ) =m — m 2 - f é um homomorfismo de anéis, pois: 

x tlm + m2) E (r F sv2)=f(im +N+I(n+ 5x2) =(m+r) - (n+ 2 
e também 

Hm+n2)+sr+svz)=(m=n2)+(r=si2)=(m+n0- (n+ s2 

Um ns 2) (r + sx2)) = (time + 205) + (ms + nn 2) = (me + 2n5) = 
— (ms + m) 2 
e também 

flm+m2)flr+s¥2)=(m- ny2 )(r-sx2)={mr+ 205) — (ms + ndy2. 


6. PROPOSIÇÕES SOBRE HOMOMORFISMOS DE ANÉIS 
Proposição 8: Se f: A > B é um homomorfismo de anéis, então: (i) (04) = Og; 
(iD f(—a) = —F(a); (ii) fla — b) = f(a) — f(b). 
Essas propriedades decorrem do fato de que f é um homomorfismo do grupo 
aditivo A no grupo aditivo B. 4 
Proposição 9: Seja f: A — 8 um homomorfismo sobrejetor de anéis e suponha- 
mos que A possua unidade. Então: (i) f(1,) é a unidade de 8 e, portanto, 8 também é 
um anel com unidade; (ii) se a E A é inversível, então f(a) também o é e [f (a) = f(a” 
Demonstração: 
(1) Seja b um elemento arbitrário de 8. Como f é sobrejetora, então b = fla), 
para algum a E A. Portanto: 
b- F014) = f(a) f (14) = f(a -14) = f(a) = b 
Analogamente se mostra que f(14) - b = b. Logo, f (14) é a unidade de B. 
(ii) Observemos que: 
Falfla") = flaa™’) = F(a) = 1g 
De modo análogo: 
fiafia) = fla 'a) = Hp) = 1g 
Portanto: 
fia "= [fT # 
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Contra-exemplo 4: O homomorfismo f: Z —> Z x Z do exemplo 24 não é so- 
brejetor, pois Im(f) = {{n, 0) | n € Z} + Z x Z. Neste caso, $(1) = (1,0) + (1, 1), ou seja, 
a imagem da unidade de Z (o número 1) não é a unidade de Z x Z, que é o par (1,1). 


Proposição 10: (i) Se f: A — B é um homomorfismo de anéis e L é um su- 
banel de A, então f(t) é um subanel de £; (ii) se f: M — N é um homomorfismo 
de corpos, f(1m) + 0, e K é um subcorpo de M, então f(K) é um subcorpo de N. 


Demonstração: 

Demonstraremos apenas (ii). A demonstração de (i) é análoga e fica proposta 
como exercício. 

Sejam c, d E f(K). Então c = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos a, 
b E K. Logo: 

c ~ d= fia) — f(b) = fla — b) 
Como a — b E K, pois K é um subgrupo do grupo aditivo M, então c — d E f(K). 
Além disso, se d + 0, então b + 0 e, portanto: 
cd”! = fla) £(0))7' = f(a) f(b7') = flab |) 

Como ab”! E K, porque K é subcorpo de M, então cd”! € f(K). # 

Em particular, com as condições da proposição, Im(f) é um subanel (subcorpo) 
do contradomínio — naturalmente o próprio B (ou N) se f for sobrejetora. 


Exemplo 27: Se £:2 => Z x Z é o homomorfismo do exemplo 24, então Im(f) = 
=((n,0)|n € Z} é um subanel de Z x Z. 


Proposição 11: Sejam f: A — B e g: B > C homomorfismos de anéis. Então 
90f: A — C também é um homomorfismo de anéis. 

Deixamos a demonstração como exercício. Sugerimos ao estudante que tiver 
dúvidas reler a demonstração da proposição 5, capítulo IV. A argumentação é a 
mesma da demonstração citada — só que, obviamente, deverá ser usada para a 
adição e a multiplicação. 4 


7. NÚCLEO DE UM HOMOMORFISMO DE ANÉIS 


Definição 13: Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Damos o nome de 
núcleo de f, e denotamos por N(f) (usa-se também a notação Ker(f)), ao seguinte 
subconjunto de A: 


Nif) = {x E A] f(x) = 06) 
Vale observar que, como f(0,) = 0g (proposição 8), então 0, E N(f). Logo, pelo 
Menos o zero de A pertence ao núcleo de f. 


Exemplo 28: O núcleo do homomorfismo do exemplo 23 é A, já que, devido à 
definição de f, todos os elementos de A têm imagem igual a 0z. 
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Exemplo 29: Determinemos o núcleo do homomorfismo pm: Z — Zm do exem- 
plo 25. Lembremos que Pm é definido assim: Prl) = =r(r€Z). 
Um inteiro r € N(p,) se, e somente se, 7 
se, e somente se, r (mod m); 
se, e somente se, r é múltiplo de m. 
Portanto, N(pm) = {0 , tm, +2m, ...). 


Exemplo 30: Determinemos o núcleo do homomorfismo f:Z —> Z x Z do exem- 
plo 24. Como o zero do anel Z x Z é o par (0, 0), então um inteiro n pertence a 
(f) se, e somente se, f(n) = (n, 0) = (0, 0), Ou seja, se, e somente se, n = 0. Logo, 
(4) = {0} 
Exemplo 31: Vamos encontrar agora o núcleo do homomorfismo f do exemplo 
26. Neste caso os anéis são À = B = zl2] e o zero de B é o número 0. Então um 
número a + by 2 pertence a N(f) se, e somente se, f(a + by2)=a= b= 0. 
Mas isso implica que a = b = 0 e, portanto, a + by 2 = 0. Logo, N($) = {0}. 


Exemplo 32: Consideremos f: Z x Z -> Z definida por f(a, b) = a. É fácil provar 
que f é um homomorfismo de anéis (deixamos como exercício a verificação desse 
fato). Então um par (a,b) E Z x Z pertence a N(f) se, e somente se, f (a, b) = a = 
= 0, Portanto: 

MS) = {{a, b) EZ x Z | f(a, b) = a = O} = {(0, b) | b € Z} 

Note-se que, neste caso, N(f) é um conjunto infinito. 


Proposição 12: Seja f: A —> B um homomorfismo de anéis. Então: (i) N($) é 
um subanel de A; (ii) f é injetor se, e somente se, N(f) = {04}. 


Demonstração: 
(i) Se a, b E N(£), então f(a) = f(b) = Op. Daí, fla — b) = f(a) — f(b) = 0, e 
F(ab) = f(a) f(b) = 0, - Op = Op. Portanto, a — b, ab E N(f), o que prova que o nú- 
cleo de f é um subanel de A. 
(ii) Considerando-se que A e 8 são grupos aditivos e que f é, em particular, 
um homomorfismo de grupos aditivos, então (devido à proposição 6, capítulo IV) 
f é injetor se, e somente se, N($) = {04}. # 


8. ISOMORFISMO DE ANÉIS 


Consideremos os anéis Z6 e Z, x Z, (produto direto), ambos constituídos de 
6 elementos. À primeira vista, é difícil perceber algo em comum entre eles além 
da cardinalidade: afinal, os elementos e as operações de um e de outro têm nature- 
za diferente. Na verdade, porém, pode-se mostrar que, enquanto anéis, eles “têm 
tudo” em comum. 
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Para mostrar isso, o primeiro passo é estabelecer uma correspondência biunivo- 
ca conveniente entre seus elementos. Essa tarefa não é fácil, mas uma boa saída é 
começar pela correspondência “mais natural” entre os elementos de um e de outro. 
Para isso, adotaremos a seguinte notação: 


iv Dio 


= classe de restos módulo 6 determinada por a; 


a = classe de restos módulo 2 determinada por a; 


a = classe de restos módulo 3 determinada por a. 

Convenhamos que a correspondência “mais natural” de Z¿ para Z, x Z; é à 
“aplicação” f (no exemplo 35 mostraremos que, de fato, fé uma aplicação) assim 
definida: 


Sit ans, 
a =>(a,a) 


Numa tabela, mas, por simplicidade, sem o uso de traços sobre os elementos: 


Observe-se que, por exemplo, o correspondente do 5 é o par (1, 2), porque o 
resto da divisão de 5 por 2 é te por 3 é 2. 
As tábuas do anel Z, são fáceis de construir: 


+jojatafalals SOFELE J ES 
o/0/1]2 415 o[o|o|o|oJoj|o 
112 3|4[5]|o0 Mjol1/2/3/4]5 
2j2l3/4a|5lo/1 21o0|2|4[o/2 ¡4 
313|4|s|jo|1]|2 334 0|3|o|3_0]|3 
4|4|5s|o|1|2]|3 4jojaj2]o[|4]2 
s|sioj112|3|4 sjojs|4]3|2]|1 


É uma questão de cálculos mostrar que, se substituirmos as entradas dessas 
tábuas pelos correspondentes elementos de Z, x Z3, obtém-se como resultado 
exatamente as tábuas deste último anel, Ou seja, que a correspondência escolhida 
Cumpre o esperado. No exemplo 35 provaremos formalmente essa afirmação. Aqui, 
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como ilustração, nos limitaremos a fazer duas verificações desse fato, uma para à 
tábua da adição e uma para a tábua da multiplicação. 

Em Z , por exemplo, 3 + 4 = 1.0s correspondentes de 3 e 4em Z; x Z, são res- 
pectivamente (1, 0), (0, 1), cuja soma é (1, 1), que é exatamente o correspondente de 1. 

Também em Z¿: 3 - 4 = 0. Multiplicando-se os correspondentes de 3 e 4, obtém-se: 

(1, 0)(0, 1) = (0, 0) 
que é o correspondente de 0. 

De modo geral se a + b = c e ab = d (em Ze), então fla) + f(b) = f(c) e 
Fla) $(b) = f(d) (em Z, x Z,). Ou seja, f preserva as operações, ou, falando mais 
formalmente, f é um homomorfismo de anéis. Como é obviamente uma bijeção, en- 
tão se trata de um exemplo de isomorfismo de anéis, conceito a ser definido a seguir. 


Definição 14: Seja f: A —> B um homomorfismo de anéis. Se f for também 
uma uma bijeção, então será chamado de isomorfismo do anel A no anel 8. Neste 
caso, diz-se que f é um isomorfismo de anéis. 

Convém observar que um isomorfismo do anel A no anel 8 é, em particular, 
um isomorfismo do grupo aditivo (A, +) no grupo aditivo (B, +). 


Exemplo 33: Se A é um anel, então a aplicação idêntica ip: A — A, ix) = x é um 
isomorfismo de anéis, pois, além de ser bijetora, é também um homomorfismo, 
uma vez que: 

+ ¡nía +b) =a + b7= iia) + isb); 

+ jalab) = ab = intalis(b). 


Exemplo 34: O homomorfismo zh 21> FAN 2] , do exemplo 26, é um isomor- 
fismo, pois é injetor, uma vez que N(f) = (0), como mostramos no exemplo 31, eso 
brejetor. De fato, dado y = m + m 2 € ziv2 2 ], basta tomar x = m — ny2 € 
E FAR 2 J que: 

so)=sim-niZ)emtm2=y ' ás 

Exemplo 35: A aplicação f: Ze > 7, x Z, definida por f(a) = (a, a), com a 
notação introduzida no início deste item, é um isomorfismo de anéis. 

Mostraremos primeiro, e simultaneamente, que f é, efetivamente, uma aplicação 
e que é injetora. 

Sé 

a=b se, e somente se, 6 | (a — b); 


se, e somente se, 2|(a—b) e 3|(a-—b); 


2 (2 aca 
se, e somente se, a=b e a=b; 
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se, e somente se, (a, a) = (b, b). 


O fato de f ser injetora e o domínio e o contra-domínio de f terem a mesma 
cardinalidade (= 6) garantem que f é sobrejetora. 


En) 


Falta mostrar que f preserva as operações, o que faremos apenas no que se 


refere à multiplicação: 


ss 3 2 


as 23 223 £ 6 
fía - b) = f(ab) = (ab, ab) = (a b, a b) 


2323 
ta, a){b, b) = f(a) - f(b) 

Proposição 13: Seja f: A — B um isomorfismo de anéis. Então f~?: 8 —> A tam- 
bém é um isomorfismo de anéis, 


Demonstração: Sendo f um isomorfismo do grupo aditivo A no grupo aditivo 
B,então f™' é um isomorfismo do grupo aditivo 8 no grupo aditivo A (proposição 
7, capítulo IV). Resta-nos provar que f~" preserva as multiplicações. 

Sejam c, d € B. Como f é sobrejetora, c = f(a) e d = f (b), para convenientes 
elementos a, b € A. Vale observar, de passagem, que essas igualdades equivalem 
respectivamente a a = f~} (c) e b = fd). Isso posto: 

fed) =$ FO) tb) = f'E lab) = ab = 8 "Hof (a) A 

Uma decorrência dessa proposição em termos de terminologia é que se f: A — B 
é um isomorfismo de anéis, então pode-se dizer que os anéis A e B são isomorfos. 
A relação estabelecida por um isomorfismo f: A — 8 será indicada por A = B ou 
B = A. Dois anéis isomorfos diferem apenas pelos nomes de seus elementos e ope- 
rações. Essencialmente são o mesmo ane! e cada um deles pode ser considerado 
uma “cópia” do outro. Por exemplo, os anéis Z e Z,x Z, são isomorfos, como já mos- 
tramos. O anel Z, pode ser considerado uma cópia mais favorável do anel Z, x Z3. 

Porém os anéis Z, e Z,x Z, não são isomorfos, como mostraremos a seguir. 


Contra-exemplo 5: Mostraremos que nenhuma aplicação de Z, em Z, x Z, é 
um isomorfismo. Qualquer aplicação f: Z4 > Z, x Z, “candidata” a isomorfismo 
necessariamente levaria o zero no zero e a unidade na unidade. Isto é, f (0) = (0, 0) 
ef(1)=(1,1). Então: 


HY=f1+ D=f(M+F(0=(11) + (1,10) =(1+1,1+ 1) =(0,0) 


$3) = F(1 + 2) =$(1) + F(2) = (1,1) + (0,0) = (1, 1) 

Isso mostra que f não é injetora, pois £(0) = f(2) e £(1) = f (3), nem sobreje- 
tora, pois im($) = ((0, 0), (1, 1)). Portanto, realmente não há nenhum isomorfismo 
de Z, em Z, x Z3. 

Seja f: A — 8 um homomorfismo injetor de anéis (corpos). Se L é um subanel 
(subcorpo) de A, então f(L) é um subanel (subcorpo) de 8, como já vimos (proposição 
10). Então a aplicação g: L — f (L) definida por g(x) = f(x), para qualquer x E L, é um 
¡Somorfismo de anéis (corpos). De fato, g é injetora, porque f é injetora, é sobrejeto- 
"a, porque Im(g) = g(t) = f(L), e homomorfismo de anéis (corpos), porque f o é. Por- 
tanto, se f: A — 8 é um homomorfismo injetor, todo subanel (subcorpo) Ł de A es- 
tá retratado em 8 por um subanel (subcorpo) que lhe é isomorfo: sua “cópia” f(L). 
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Exemplo 36: Consideremos o homomorfismo f:Z > Z x Z introduzido no exem- 
plo 24 e assim definido: f(n) = (n, 0). Como vimos (exemplo 30 e proposição 12), f é 
um homomorfismo injetor. Lembremos que os subanéis de Z (todos) são os subcon- 
juntos nZ (n = 0, 1, 2, ..). As “cópias” desses subanéis em Z x Z são os subanéis 
nZ x Z (n=0,1,2,..). 

Mais: pode-se mostrar que os subconjuntos nZ x Z são os únicos subanéis de 
Z x Z. De fato, sejam M um subanel de Z x Z e L o subconjunto de Z formado pe- 
los primeiros termos dos elementos de M. Se a,, a, E L, então (a, by), (az, b2) E M, 
para convenientes b,, b, E Z. Daí, (a4, b4) — (ay, b,) = (a, — az b, — b) E M e, 
portanto, ay — a, E L. Então Ł é um subgrupo do grupo aditivo Z e, por isso, 
L = nZ, para um conveniente n E Z. De onde M = nZ x Z. 


59, Verifique se a função f:A — B é ou não é um homomorfismo do anel A no anel 
B nos seguintes casos: 
a A=2Z,B=2,f(0)=x+1 
b)A=2,B=Z, f(x) = 2x 
c) A=Z,B= Zx Z, f(x) = (0x) 
d) A=ZxZ,B=Z, f(x, y) =x 
e) A=ZxZ =B f(x,y) = (yx) 
f) A=Z,B=Zp f(x) =X 
g) A = B = C (corpo dos complexos) e fía + bi) = a — bi 


60. Determine os núcleos dos homomorfismos do exercício anterior. 


61. Considere os anéis Z e 7 x Z (produto direto). Verifique se são homomorfismos 
e determine o núcleo. 
a) f:Zx Z — Z x Z dado por f(x, y) = (0, y) 
b) f:Z x Z — Z dado por f(x, y) =y 
c} f:Z — 7 x 7 dado por f(x) = (2x, 0) 
d) f: Zx Z => Z x Z dado por f(x,y) = (—y, —x) 
e) f: Z — Z x Z dado por f(x) = (0, x) 


62. Sabendo que Z x Z munido das operações de adição e multiplicação assim 
definidas: 
(a, b) + (cd) = (a +c,b +d) 
(a, b) - (c, d) = (ac, 0) 
é um anel, mostre que a aplicação f: Z x Z — Z tal que f(a, b) = a é um homo 
morfismo sobrejetor. 
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63. Sabe-se que Z x Z munido das operações de adição e multiplicação assim definidas: 
la, b) + (cd) =(a+c,b+d) 
(a, b) - (c, d) = (ac, ad + bc) 
é um anel. Mostre que a aplicação f: Z x Z — Z tal que f(a, b) = a é um homo- 
morfismo de anéis. 


64. Sabe-se que (Z x Z, +, +) é um anel quando a adição e a multiplicação são 
assim definidas: 
(a, b} + (c,d) =(a+c,b+d) 
(a, b) - (c d) = (ac — bd, ad + bc) 
Mostre que a aplicação f: Z — Z x Z tal que f(a) = (a, 0) é um homomorfismo 
deZemZxZ, 


65. Dê um exemplo de anéis A e 8 e um homomorfismo f: A —>B tal que f(1,) + 1g 


66. Mostre que f: C —> M,(R) dada por f(a + bi) = k a Va, b ER, é um 
a 


homomorfismo injetor de anéis. 


Resolução 


Tomemos z; =a + biez,=c + diem C. 
Temor te -b4 d 
fetz- fataroran=(; E el 


b+d a+c 


ANA E ER EE 
db a de en ™ 7 
a 


> ( c- bd (ad + A 
fiz + 23) = F((ac — bd) + (ad + boi) = 
a 


otec cb-d 
b+d a+c 


d+be ac- bd 
ac- bd ~vad — be a c-blic -d 

5 (os +be ae é) E (; s) (; al e Aa 

Observemos que £ é injetora, pois: 


inss (O Us a = n=2 
= fiz a = 
y E b af ld c b=d faco = 


67. Sejam os anéis A = fa + by -2 |abE Q} e 8B = MQ). 
a -2b 


a) Mostre que f: A — B dada por fía + by —2 ) = b 
a 


morfismo. 
b} f é um isomorfismo? 


) é um homo- 


68. Considere os seguintes anéis: (R, +, -) e (R, 9, O) sendo a Bb=a+b+1 
ea0b=a+ b + ab. Mostre que f: R — R dado por f(x) =x — 1,Yx E R 
é um isomorfismo de (R, +, -) em (R, O, O), Defina o isomorfismo inverso. 
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69. Seja A um anet com unidade. Para cada elemento inversível a E A, seja fa: A — A 
a aplicação dada pela lei f,(x) = axa” !. Mostre que fa é um isomorfismo e 
dé uma fórmula para fa © fp. 


70. Seja f: A — B um isomorfismo de anéis. Mostre que: 
a) Se a E A é um elemento idempotente, então f(a) também o é. 
b) Se a E A é nilpotente, então fla) E B também o é. 
c) Se A possui unidade a E Ae Ib,c EA {b,c E U(A) tais que a = b - c então f(a) E 
E B pode também ser decomposto em dois fatores de 8, ambos não inversíveis. 


71. Mostre que nenhuma aplicação f: A — Bem que A = {x + yv 2 |x y € Q} 
B= PESEN Ixy E Q}e flx + yy 2) =x + yy 3 é um isomorfismo. 
Sugestão: Observe que, se f fosse um isomorfismo de A em 8, então 42 2 )= = 
a + by 3.Calcule a seguir f(2) = 2 a partir de (42) = a + by 3 


72. Mostre que, se f: Z —>Z é um isomorfismo de anéis, então f é a aplicação idén- 
tica de Z. 
Sugestão: Observe que f(t1) = :1 e que Ym E Z* vale m = (+1) +...+ (11). 


73. Mostre que, se f é um isomorfismo do anel A = fa + by 2 | a,b € Q} nele 
próprio, entáo th 2 )= +3 20u 2 2 E =-12 


74. Mostre que, se f: Q — Q é um isomorfismo de anéis, então f é a aplicação 
idéntica de Q. 
Sugestão: Observe que f(1) = 1 = (3 + 1 Ei E 3) n vezes, Yn E NA 
partir disso calcule AD) 
75. Determine todos os homomorfismos de Z em Z. 
Seja f: 7 — Z um homomorfismo tal que f(1) = 
Provemos que f(x) = kx para todo x € Z: 
1)A(0)=0=k-+0. 
2:)Se f(n) = kn, com n E N, então: 
fin +1) =£(M) + £(1) = kn + k=k(n +1) 
Portanto, por indução, a tese está provada para todo x E N. 


3)SexE Z então x= -Ixl e Ixl E 7_, então: 
f(x) = fx) = —£0x1) = —kixl = k(—1x1) = kx 
Tendo provado que f é uma função linear de x, determinemos agora o valor de k. 
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Como f(x - y) = f(x) - f(y), para todo x,y E Z, temos: 

ko) = (kx) - (ky) Vx y € Z 

E, daí: 

k=k? >» k=0 ou k=1 

Conclusão: Há apenas dois homomorfismos do anel Z nele próprio: f(x) =x e 
f(x) =0. n 


76. Seja f: Z x Z > Z x Z dada por por f(x, y) = (mx + ny, px + qy). 


a) Calcular m, n, p, q de modo que f seja um homomorfismo do anel Z x Z 
nele mesmo. 
b) Em quais desses casos f é um isomorfismo de Z x Z? 


77. Ache todos os homomorfismo de Z em Z,. 
Sugestão: Considere as imagens possíveis de 1 € Z por um homomorfismo f:7 >Z 4. 


78. Ache todos os homomorfismos de 7 em Ze. 
79. Determine todos os homomorfismos do anel Z no anel Z x 7, 


80. Determine todos os homomorfismos de Z x Z em Z. 
Sugestão: Faça f(1,0) = p e f(0, 1) = q; em seguida, note que f(x, y) = f(x(1,0) + 
+ y(0, 1). 


Exercícios complementares 


C4. Mostre que P = ((a, b, —b, a): a, b E R}, com a adição e a multiplicação definidas por 
(ab —b, a) + (c,d, —d, c) = (a + c,b + d, -b - d,a + c) 
(a, b, —b, a) (c, d, —d, c) = (ac — bd, ad + bc, —ad — bc, ac — bd) 


é um corpo, Mostre que P é isomorfo a C, o corpo dos números complexos, 


€5. Mostre que um homomorfismo de um corpo K nele mesmo ou é a aplicação 
nula ou é um isomorfismo. 
Sugestão: Faça f(1) = a e analise as duas possibilidades, a = 0 ou a + O. 


V-3 CORPO DE FRAÇÕES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE 


9. QUOCIENTES EM UM CORPO 


Num corpo K, a equação ax = b, em que a + 0, tem uma única solução, que é 
© elemento a™'b = ba *.Um etemento de K escrito na forma a” 'b=ba”! é chama- 
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do quociente de a por b e denotado por E fácil ver, por outro lado, que todo 


elemento a E K é um quociente: por exemplo, se b + O é um elemento de K então 


“ab 
= (abjp = 2, 
a = (ab) b 


Adotada a notação de quociente, as operações com elementos de um corpo se 
fazem segundo certas regras que facilitam os cálculos algébricos e que, num certo 
momento, nortearão nossos passos na construção do corpo de frações de um anel 
de integridade, nosso objetivo principal nesta seção. Vejamos como. 


Proposição 14: Sejam a, b, c, d elementos de um corpo K. Se b + 0ed £0, 
então: 


0) 5 = £ se, e somente se, ad = bc; 
in 


si 
(v) se a + 0 (além de b), então (6) a 2, 


Demonstração: 


() se F = 5, então ab! =ed |. Daí, ad = atb”"bjd =(ab”'Xbd) = (cd 'Nbd) = cb. 


Suponhamos, reciprocamente, que ad = bc. Então 5 = ab? = aldd pr! = 
= lad)(b)= bAT) = cd! =. 
SE 1 1 mp1 9471 > -t 
(ii) bid =ab + cd *=aídd ')b !tclbbd”! =(adíbd) + (boba) '= 
E = -1_ ad tbc 
tad + bo(bd) bd 


(iii) Fica como exercício. 


= - 204 a-b O Sm =0.Portanto, 
b bb b? 


(v) Fica como exercício. % 


a 


to de 
o oposi b 


(iv) $ + 


10. CORPO DE FRAÇÕES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE 


A questão que temos pela frente agora é a seguinte: dado um anel de integri- 
dade A, construir um corpo K do qual A seja um subanel unitário. A construção que 
faremos é a mesma, no plano formal, pela qual se obtém o corpo dos números ra- 
cionais a partir do anel dos inteiros. 


CD m -E 


Seja A um anel de integridade. No conjunto A x A* consideremos a relação — 
definida da seguinte maneira: 

(a, b) ~ (c, d) se, e somente se, ad = bc. 

Não é difícil provar que ~ é uma relação de equivalência sobre A x A*. Por bre- 
vidade, mostraremos apenas que ~ goza da propriedade transitiva. 

De fato, consideremos (a, b), (c, d), (e, f) E Ax A*. Se (a, b) ~ (c, d) e (c, d) ~ 
(e, f), então ad = bc e cf = de. Multiplicando os dois membros da primeira igualda- 
de por f e os dois da segunda por b, obtemos adf = bcf e bcf = bde. Segue daí que 
adf = bde e, portanto, cancelando-se d, o que é possível, pois d + 0 e A é um anel 
de integridade, af = be, De onde, (a, b) ~ (e, f). 

Tratando-se de uma relação de equivalência muito especial, preferiremos usar a 
notação $ para representar a classe de equivalência determinada pelo par (a, b), em 
vez da notação genérica (a, b). Os elementos do conjunto quociente K = (A x A*)/~, 
com a notação adotada, são as frações S {a E A, b E A*), Então: 

a 


p7 5 se, e somente se, (a, b) — (c, d), se, e somente se, ad = bc. 


Nosso objetivo é transformar K num corpo. Inspirados nas considerações da seção 


A i n "an P ame IE A A 
anterior, definiremos “sorna” e “produto” de duas frações, vd E K da seguinte maneira: 
a c ad+rbe a c a 


bla bd Ĉ bd ba 

Isso posto, pode-se provar que as definições dadas independem dos particula- 
res pares escolhidos para representar as frações. Por exemplo, no caso da multipli- 
cação, suponhamos (a, b) ~ (m, n) e (c, d) ~ (r, s). Então an = bm e cs = dr. Mul- 
tiplicando membro a membro essas igualdades, obtemos (an)(cs) = (bm)(dr) e daí 


(ac)ns) = (bd)(mr). Isso significa, no presente contexto, que (ac, bd) ~ (mr, ns) e, 
portanto, que É ` E $ m . A A 
bd on os 
Rotineiramente se demonstra que (K, +, -) é um corpo. Destaquemos apenas 
alguns pontos dessa demonstração. 
* Associatividade da adição: 


ls +5=2+ cf + de _ adf + bef + bde 


b df baf 
Também: 

E a) e adtbc e adf+bcf+ bde 

c+-|+-= Dr PR 

b d f bd f bdf 
Portanto: 


0 
+ O zero do corpo é a fração F (0 = zero de A; Y = unidade de A), pois: 


a E 

+ O oposto de uma fração z é a fração = 
b 

« A unidade do corpo é a fração L 


0 
* O inverso de uma fração 5 + 1 é a fração br pois: 
a 


=-= àb = T ina vez que (ab) - 
ba ba 1 

O corpo K assim obtido é chamado corpo das frações do anel de integridade A, 

A seguir mostraremos de que maneira se pode considerar A como um subanel 
unitário de K. Naturalmente, como os elementos e operações de A e de K têm natu- 
reza distinta, o sentido dessa afirmação é que há um subanel de K que pode ser iden- 
tificado com A através de um isomorfismo conveniente. E, examinando o formato dos 
elementos de K, é lícito admitir que esse subanel possa ter como suporte o conjunto: 


L=[2 jaer} 
1 


a 


1=1-(ba) 


Efetivamente, L é um subanel de K, pois, tomando-se i e 


1 1 1 
Para completar nossa argumentação, falta mostrar que a aplicação f: A -> L que 


E ad x E q 
associa a cada elemento a E A a fração 1 é um isomorfismo de anéis. De fato: 


+ 
sarta EP Alan OS 
1 
ab a 
* Fab) = TEM a = Fla)f(b); 


* se fía) = f(b), então 
mostra que é injetora; 


- a, ou seja, a = b, o que 


-I9 


b 
= 3 e portanto, a + 1 


A a + E 
* se y E L,entáo y = 4 , para um conveniente elemento a € A cuja imagem 


obviamente é y, pois f(a) = E =y,e isso prova que f também é sobrejetora. 


E 26) 


a 
Assim, identificando A com sua cópia £ = E las K} em K, através do isomor- 


morfismo f, podemos dizer que A é um subanel de K e, inclusive, anotar A C K. 
Aliás, no plano formal, como já adiantamos de início, é com todos esses suben- 
tendidos que se considera Z C Q. 


81. Sendo A um corpo, define-se em A x A* a relação de equivalência (a, b) R (c, d) = 
<= ad = bc. Determine o corpo de frações de A. 


82. Seja A um subanel unitário de Q. Determine o corpo de frações de A. 


83. Sejam A e B dois anéis de integridade isomorfos e seja f: A — B um isomorfis- 
mo. Mostre que existe um único isomorfismo g: K — L, em que K e L são respec- 
tivamente os corpos de frações de A e 8, e g um prolongamento de f. 


a 
84. Seja p um número primo positivo. Seja A = A EQ]pt b}. Mostre que A é 


um subanel unitário de Q e determine o corpo de frações de A. 


V-4 CARACTERÍSTICA DE UM ANEL 


11. INTRODUÇÃO 


Consideremos o anel Z,, das classes de resto módulo m. Observemos que, 
qualquer que seja a € Z yy: 


ma =a+a+.+a=a+ra+ 


(m parcelas) 
Uma vez que ma = 0 (mod m). 


1D 


Essa propriedade do anel Z „ não é compartilhada pelos anéis numéricos Z, Q, 
R e C, por exemplo. De fato, considerando a unidade desses anéis, que é o número 
1, então, qualquer que seja o inteiro estritamente positivo m: 

mi=1+1+.+1=m=0 

E essa diferença entre os anéis Z,, e os anéis numéricos não decorre apenas 
do fato de os primeiros serem finitos e estes infinitos. Mesmo num anel infinito A, 
pode ocorrer o seguinte: 

m-a=a+a+..+a=o0 (zero do anel) 

para algum inteiro estritamente positivo m e para todo elemento a do anel, como 
teremos ocasião de mostrar (exemplo 39). Diga-se de passagem que, se m + a =0, 
então (2m) » a = (3m) a =..=0. 

Nosso objetivo nesta seção é explorar as possibilidades levantadas por essas 
observações para a teoria dos anéis. Mas para isso precisaremos explorar antes o 
conceito de múltiplo de um elemento de um anel. 


12. MÚLTIPLOS DE UM ELEMENTO DE UM ANEL 


Seja (A, +, -) um anel. Então (A, +) é um grupo aditivo abeliano e, portanto, 
pode-se usar para seus elementos o conceito de múltiplo introduzido no capítulo IV 
(seção 9). Lembremos como, adaptando a notação ao presente caso: se m é um in- 
teiro e a um elemento de A, então m - a é assim definido: 

* sem = 0, por recorrência, da seguinte forma: 

0-a=0, (zero de A) 
m-«a=im-1)-a+asem=1 

.«sem<0 

m-a=(=m) - (—a) 

O elemento ma é chamado múltiplo m-ésimo de a. 

Com base nessa definição, demonstram-se as seguintes propriedades (ver propo- 
sição 12, capítulo IV), válidas para qualquer a E A e quaisquer m, n € Z: 

li) m-a+n-a=(m+n)-a 

(id (-m) -a = -(m » a); 

qii) n + (m- a) = (nm) - a. 

Além dessas propriedades, há outra, de que precisaremos nesta seção, especifi- 
ca dos anéis com unidade. 

Proposição 15: Seja A um anel com unidade. Se 1, indica a unidade e m, n € Z, 
então (mn) -1,¿=(m-1J(n - 14). 

Demonstração: Inicialmente suporemos n = 0. Para este caso, a demonstração 
será feita por indução sobre n. 
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Sen=0,então (mn) -1,=0-1,=0,,a0 passo que (m -1,)(n-1,)=(m 190 -1,)= 
= (m -14)0, = 04. Portanto, a igualdade vale quando n = 0. 

Seja r um inteiro maior que ou igual a O e suponhamos (mr) . 14=(m. 14) . 14). 

Então Im(r + 1)] -14 = (mr + m) -1,= (ma) -14 + m +14 = (mar) + 
= mla = im Ir + (m 11, = (m tarla + 14) = (00 talr + Dt 

Com isso a propriedade está demonstrada para n = 0. 

Suponhamos n < 0. Então: 
m1 = Eat Ea EN =m- n-a mana) % 

Corolário: Seja A um anel com unidade. Então o conjunto 8 = Z -14 = 
= (m.1,] m € Z} é um subanel unitário de A. 

Demonstração: Como 1, = 1 -1y, então 1, E B que, portanto, não é vazio. Sejam 
m-«14n +14 € B.Entá 

emy n= M+14 + [H(n +10] =m-1,4 + [(En) -141= 1m + (=n) -14= 
= (m- n) - 14, O que mostra que B é fechado para a subtração; 

* (m+1,J(n 14) = (mn) -14,0 que mostra que 8 é fechado para a multiplicação. 


Então 8 = Z +1, é um subanel de A, unitário, porque 1, E B, como já observamos. # 


13. CARACTERÍSTICA DE UM ANEL 


Definição 15: Seja A um anel. Suponhamos que, para algum inteiro n > 0 e 
para qualquer a € A, verifica-se a igualdade n - a = 0 (zero do anel). Então existe um 
menor inteiro estritamente positivo r tal que r » a = 0, qualquer que seja a E A. Esse 
inteiro r é chamado característica do anel A e indicado por c(A). Se, ao contrário, o 
anel A possui pelo menos um elemento a tal que n - a + 0, qualquer que seja o in- 
teiro estritamente positivo n, então se diz que a característica do anel é 0. 


Exemplo 37; Os anéis Z, Q, R e C têm característica 0, pois, se m + 0, então 
m-l=me, portanto, m-1 + 0. 


Proposição 16: Seja A um anel com unidade. Então a característica de A é um 
inteiro h > 0 se, e somente se, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que 
h+ 14 = 04. Ou seja, se, e somente se, h é a ordem de 1, no grupo aditivo (A, +). 

Demonstração: 

(=) Por hipótese, c(A) = h. Portanto, h - a = 04, qualquer que seja a E A. Em 
Particular, h «14 = 04. Suponhamos que, para algum inteiro m, 0 < m < h, se pu- 
desse ter m -1, = 04. Então, qualquer que seja a € A: 


m:a=ata+..ta=al,+alj+..+aly= 
=a(la + 14 +. + 14) = alm -1,) = 00, = Oa 


O que é absurdo, uma vez que c(A) = h. 
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(+) Por hipótese, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que h +14 = Op. 
Então, qualquer que seja a E A: 

h-a=zata+..+a=al} + ala + m+ ala =al + la + + 1) 

= ath -1,) = a04 = 04. 

Se houvesse algum inteiro m tal que 0 < m < h e m + a = 0a, para qualquer 
a E A, então, em particular, m - 14 = 0,0 que é contrário à hipótese. # 


Exemplo 38: Observemos primeiro que, em Zm M + T=1+T+.+T=m= à 
Suponhamos, | por outro lado, que para algum inteiro 1,0 < r < m, se tivesse r - T= 
Como r -T =F, então 7 = 0, ou seja, 0 (mod m). Então m | r, o que é ena! 
uma vez que 0 < r < m, Logo, c (Zm) = mM. 


Proposição 17: Se a característica de um anel de integridade A não é zero, en- 
tão é um número primo, 


Demonstração: Seja (A) = h > 0.Se h não fosse um número primo, então h= 15, 
para um par conveniente de inteiros re s tais que 1 < r,s < h. Como c(A) = h, en- 
táor-1,+0,€e5 +14 * 0, Mas 04 = A +1, = (05) +1, = (1 "Mas 14) 

Da igualdade (r + 14)(s +14) = 0, obtida, segue que os elementos r «14 es + la 
são divisores próprios do zero em A, o que contraria a hipótese de que A é um anel 
de integridade. Portanto, h é primo. 4 


Exemplo 39:Vamos dar agora um exemplo de um anel comutativo com unidade 
e infinito cuja característica é 2. Esse anel é formado por todas as sequências infinitas 
de elementos de Z, com a adição e a multiplicação definidas componente a compo- 
nente. Se indicarmos por A esse anel, então: 
A = fia, dy su) | Oy Oy e E Za) 
(ay, az, ..) + (by by.) = (01 + by + ba 
(ay, Ape (by, Dor eu) = (04D, Q3Dpe ee) 
Deixamos para o leitor a verificação de que realmente se trata de um anel co- 
mutativo com unidade. Apenas destacamos que o zero desse anel é a sequência 
(0, O, ... O, ..) e a unidade a sequência (T, T, ~ T, ..). Como 
21d Tp aar To) A Ve e) = (2, 2, di 
e, obviamente, 
1a a) = C, Tr 1,..) + 0, 0, 
então c(A) = 2. 


Exemplo 40: A característica de um anel com unidade finito é maior que zero. 
Indiquemos por A esse anel e consideremos a sequência 


1421 3 Ta 
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O fato de A ser finito assegura que há dois elementos nessa sequência, digamos, 
r-les-ltaisquer>ser-1,=s-1,e portanto, (1 — $) -1, = 04, com r — s > 0, 
O menor inteiro estritamente positivo h tal que h -14 = O, é a característica de A. 

Proposição 18: Dois anéis isomorfos têm a mesma característica. 

Demonstração: Sejam A e B os anéis e indiquemos por f: A — B o isomorfismo. 
Suponhamos primeiro que c(A) = h e tomemos b € B. Como f é sobrejetora, então 
b = fla), para algum a € A. Então: 
h:b=h: fla) = fla) + fla) + + f(a) = fla +a +.. +a) = fih- a) = f(04) = 0g 

Suponhamos que para algum inteiro s, 0 < s < h, pudesse ocorrer a igualdade 
s . b = 0g, qualquer que fosse o elemento b € B. Isso posto, seja a um elemento ar- 
bitrário de A. Como a = f ~'{ f {(a)), em que f ~? é o isomorfismo inverso de f, então: 

s-a =s [8 Meta) = fE + FHEA) + + fE) = 
=f (a) + fla) + + fa) =$ Us Fla) =$" '(05) = 04 
o que é impossível, pois c(4) = h. Das duas conclusões, segue que c(B) = h. 4 

Deixamos como exercício a demonstração no caso em que c(A) = 0. 

O corolário da proposição 15 nos diz que, se A é um anel com unidade, então 
Z +1, =([m -14 | m € Z} é um subanel unitário de A. Se a característica de A é h > 0, 
então A -1, = 0, e os elementos O -14 = 04,1 +14, lh — 1) +1, são distintos 
entre si. De fato, a suposição r -14 =s -14 , com Ọ = sṣ < r < h, levaria à igualda- 
de (r — s) -14 = 04, em que 0 < r — s < h, o que é impossível, considerando-se 
que c(A) = h. Mais: não há nenhum outro elemento em 7 - 14, além daqueles 
relacionados. Para provar essa afirmação, que equivale a dizer que Z -14 = 
= {0 -14 = 0p 11 m (h — 1) - 14} seja m - 14 € Z - 14. Aplicando-se o algoritmo 
euclidiano de Z com m como dividendo e h como divisor: 

m=hg+r(0O<r<h) 


Então: 
m -14 = {hq +r) -14 = (ha) -t4 +1 +14 =(A -14X9 14) + rel= 
=04(q 14) +r-14=04+r:14 = r-140<r<h) 
Ou seja, m » 1, é um dos elementos da sucessão O + 14 = 04, 1 + 1a m (1 — 1) +14, 
como queríamos demonstrar. Portanto, neste caso, Z « 1, tem o mesmo cardinal de Z ,. 
E se c (A) = 0, então não há elementos repetidos em Z - 14. De fato, a suposição 
rl4=5-1y com s < r, levaria à igualdade {r — s) - 14 = 04, em quer — s >0. Fa- 
zendo-se r — s = t, então, qualquer que seja a E A: 
ta=za+a+.+a=al¿ +0. + ad¿= 14 tia + + 14) = alt -14 =04= Oa 
O que é impossivel, pois c (A) = 0. Portanto, neste caso, 
Z -14 = AO (EW TA (ED) Tar (E) Ta h 
tem o mesmo cardinal de Z. 


Ss D 


Essas considerações e propriedades já vistas para os múltiplos de um elemento 
de um anel, particularmente os múltiplos da unidade, indicam a possibilidade de um 
isomorfismo entre Z, e Z - 14 (via F > r - 14), no caso em que c(A) = h > 0, e entre 
Z eZ «1, (via r — r +14), no caso em que c(A) = 0.E, de fato, é isso o que aconte- 
ce, como se mostrará a seguir. 


Proposição 19: Seja A um anel com unidade. (i) Se c(A) = h > 0, então a cor- 
respondência que associa a cada 7 € Z, o elemento r - 1, € Z -1, é um isomorfis- 
mo de anéis. (ii) E se c(A) = 0, então é um isomorfismo de anéis a aplicação f:Z — 
— Z -1, definida por f(r) =r - 14. 


Demonstração: 
(i) Observemos que 7 = 5 se, e somente se, h | (r — s); 
se, e somente se, r — s = ht (t E Z). 

Logo, (r — s) -14 = (ht) -14 = (h - 14)(t +14) = O4(t +14) = 04. Como (r — s) -14 = 
=r+14 -5-1 então r «14 = s +14. Portanto, a correspondência r — r - 1, é uma 
aplicação de Z, em Z -1,. Dando a ela o nome de g, mostremos que se trata de 
um isomorfismo. 

Nas considerações que antecedem essa proposição está desenvolvido o racio- 
cínio que mostra que g é uma bijeção. Por último: 

eg + 5)=gr FS) =(1+5)-14=5 +1, +5-1,= 96) + giS) 

+ g(rs) = (rs) +14 = (r +194 +14) = 9tr)g(s). 

(ii) Fica como exercício. O raciocínio é essencialmente o mesmo. # 

Essa proposição nos autoriza a considerar Z, como subanel de todo anel A com 
unidade de característica h > 0, o que naturalmente pressupõe a identificação de 
Z , com Z + 1a, justificada pelo isomorfismo q. E também a considerar Z como sub- 
anel de todo anel com unidade de característica zero, através da identificação de 
Z com Z - 14, justificada neste caso pelo isomorfismo f. 


14. CARACTERÍSTICA DE UM CORPO 


Se K é um corpo, então c(K) = p (primo) ou c(K) = 0, uma vez que todo corpo 
é um anel de integridade. No primeiro caso, como acabamos de ver, o corpo K 
contém Z,, que, pelo fato de p ser primo, também é um corpo. Ou seja, Z, é um 
subcorpo de K. Mas, como a unidade 1, (ou 1, pela identificação feita) pertence a to- 
do subcorpo L de K, então m -1x E L, qualquer que seja o inteiro m, e, portanto, Zp 
está contido em todo subcorpo de K. Ou seja, Zp é o “menor” subcorpo de K. 

No caso de c(K) = 0, pode-se demonstrar que o “menor” subcorpo de K é Q. 


P a ia. 
Para justificar essa afirmação, seja f: Q — K assim definida: (2) = E 


- Então: 
n-1, 
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m +1 r-1 
. — = + ge e somente se, (m AS 1) = (DJ); 
nl, sol 


se, e somente se, (ms) «1, = (nr) + 1g; 

se, e somente se, (ms — nr) 1, = Og 

se, e somente se, ms — nr = 0 (pois c(K) = 0); 
se, e somente se, ms = nr; 

r 


m 
se, e somente se, — 
n 


Isso prova que f é injetora. Ademais: 
. de F A) E de + =) E (ms + nr) A X (m (sd) + (nr) a 


(ns) 1, (ns +14) 
A) 
ne sl n s 


+ De maneira análoga se demonstra que f preserva a multiplicação. 
mam 


— E ale um sub- 
non 
corpo de K, como já vimos (seção 8). Portanto, podemos considerar Q, (identificado 
com Im($)) como um subcorpo de K.E é o menor subcorpo de K pela razão seguinte: 
se L é um subcorpo de K, então 1, € L; daí, m -1,,1 -1, E L, quaisquer que sejam 


Sendo f um homomorfismo injetor, então im(f) -| 


mA 
m,n E Z, com n & 0; portanto, (m -1J(n 1)! = ter 


no 

Os corpos Z, e Q, pilares fundamentais sobre os quais assentam todos os cor- 
pos, os de característica maior que 0 no primeiro caso e os de característica zero no 
segundo, são chamados corpos primos. 


E 


85. Determine as características dos seguintes anéis: 
a) Za 7x7 e) Ze x Za 
b) Z d) Z, xZ f RE 


86. Determine a característica do anel das matrizes reais do tipo n x n sobre R e sobre Z5. 


87. Sejam A e B dois anéis comutativos com elementos unidades. Demonstre que à 
característica do anel produto direto A x B é igual ao mmc das caracteristica de 
AedeB. 


88. Ache um anel de característica zero e um elemento a náo nulo desse anel de 
forma que n - a = 0 para um certo n E Nº, 
Sugestão: Tome, por exemplo, A = Z, x Z. 
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89. Pode um anel finito ter característica zero? Prove ou contra-exemplifique. 

90. Dê um exemplo de um anel infinito cuja característica seja diferente de zero. 

91. Pode um anel com unidade ter característica 1? Por quê? 

92. Mostre que um anel de integridade com quatro elementos tem característica 2. 
Sugestão: Raciocine em termos do período da unidade, no que se refere à 


adição. 


93. Seja A um anel cuja característica é um número natural n > O não primo. 
Mostre que A possui divisores próprios do zero. 

94, Seja A um anel com unidade tal que x? = x, Vx € A. 

Mostre que c(A) = 2 e À é comutativo. 


95. Seja A um anel e L um subanel de A. Mostre que c(L) = c(A). 
Dé um exemplo de um ane! A e um subanel £ de A para os quais c(L) < c(A). 


96. Seja f: A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Mostre que c(B) = c (A). 


97. Seja K um corpo finito de característica p > O. Mostre que a aplicação f: K —> K 
definida por f(x) = x” é um isomorfismo de K. 


são anéis de integridade relativamente às operações em Z 5, induzidas 
sobre eles, 

b} Mostre que S é isomorfo a Z}. Qual é a característica de $? 

c) Mostre que T é um corpo de característica 5. 


Exercícios complementares 


C6. Mostre que o número de elementos de um corpo de característica p é uma 
potência de p. 


C7. Mostre que, se K é um corpo de característica p > 0, então (x + y)? =x? + y? 
para todos x, y E K. 
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v-5 IDEAIS EM UM ANEL COMUTATIVO 


15. NOTA HISTÓRICA 


O "último teorema de Fermat” ', desde sua formulação, feita na primeira metade 
do século XVII, até sua demonstração, realizada finalmente em 1994 pelo inglês 
Andrew Wiles, sempre foi um desafio intrigante, até para leigos. No século XIX, 
muitos matemáticos deram contribuições para a resolução desse problema, porém 
talvez nenhum mais do que o alemão Ernst Kummer (1810-1893). 

Em 1843, Kummer chegou a submeter uma pretensa demonstração do teorema 
ao seu conterrâneo P. G, L. Dirichlet (1805-1859). Mas este enxergou um erro na de- 
monstração: sem fundamento, o matemático utilizara uma generalização do teore- 
ma fundamental da aritmética para um certo tipo de “inteiros” envolvidos na de- 
monstração. Kummer retornou ao problema com mais empenho ainda e acabou 
encontrando uma resposta para a questão da “fatoragáo única” levantada por suas 
pesquisas. Para isso, introduziu um “outro tipo de números”, a que chamou números 
ideais e que não chegou a definir genericamente, e com esses novos números con- 
seguiu restabelecer a fatoração única. Acrescente-se que Kummer deu uma demons- 
tração parcial, mas muito ampla, do teorema de Fermat, para uma categoria infinita 
de expoentes primos, 

Em 1871, R. Dedekind mostrou que os fatores ideais de Kummer poderiam ser 
substituídos por classes de números algébricos, as quais, em consideração a Kummer, 
chamou de ideais. Dedekind, definiu idea! em um corpo de números algébricos K 
como um subconjunto A C K que goza da seguinte propriedade: 

Se a,b E Ae m,n E Z, então ma + nb E A. 

Com isso, ele transferiu o problema da fatoração única para o conjunto dos ideais 
e com o conceito de idea! primo (definição 18, desta seção), também conseguiu, por 
um caminho matematicamente muito mais produtivo, restabelecer a fatoração única. 

O conceito de ideal, generalizado para anéis quaisquer, é um dos instrumentos 
mais poderosos para o desenvolvimento da teoria dos anéis, como poderá ser ob- 
servado na segiência deste trabalho. E suas aplicações em áreas diversas, como, por 
exemplo, no estudo das curvas algébricas, fazem dele um dos mais importantes da 
matemática moderna. 


16. IDEAIS EM UM ANEL COMUTATIVO 


O conceito de ideal pode ser introduzido em relação a um anel qualquer, porém 


Essencialmente, o teorema afirma que não há nenhum terno de números inteiros estritamente positivos que seja solução de x” + y” = 
= 2º quando n = 2.Vale lembrar que, quando n = 1 ou n = 2,essa equação tem infinitas soluções, constituídas de componentes 
estritamente positivos 
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nos ateremos aos anéis comutativos, dada sua importância maior neste caso € as li- 
mitações que os objetivos deste trabalho impõem. 

Definição 16: Seja A um anel comutativo. Um subconjunto } C A, ! + Ø, será 
chamado de ¡deal em A se, para quaisquer x, y E ! e para qualquer a € A, verifi- 
carem-se as relações seguintes: (i) x — y E h (ii) ax Ef. 

Exemplo 41: Se A indica um anel comutativo, entáo (04) e o próprio A são ideais 
em A. São os ideais triviais do anel. 

Exemplo 42: No anel 7, os subconjuntos nZ. = (0, tn, +2n, m}, qualquer que seja 
o inteiro n. De fato: 

+ sex, y E nZ então x = rn e y = sn, para convenientes inteiros r e s. Logo,X — y = 
= rn — sn = (r — sìn, em que r ~ s é inteiro. De onde, x — y E nZ; 

« sejama E Ze x E nZ; então x=nq (q E 2) e, portanto, ax = a(ng) = (aq)n, 
em que aq é inteiro, o que mostra que ax € nZ. 

Pode-se provar reciprocamente que, se } é um ideal em Z, então / possui um 
elemento n tal que ! = nZ. Esse resultado é o objeto do exemplo 45. 

Exemplo 43: O núcleo de um homomorfismo de anéis f: A > 8 é um ideal em A, 
Lembremos que M(£) = {a E A | f(a) = Og). 

» Como f(0,) = Og, então 04 E A e, portanto, M$) + Ø. 

* Sex, y E M$) então f(x) = f(y) = Og; logo, f(x — y) = f(x) — Fly) = Dg — 0, = 
= 0 e, portanto, x — y E M$). 

+ Sex E N(f), então f(x)=0g e, portanto, qualquer que seja a E A, f(ax) = 
= fla) f(x) = fla)0, = Og, O que mostra que ax E N(f). 

Exemplo 44: No anel A = R" é um ideal o subconjunto /=(£:R >R | f(1) = 0). 
Considerando-se que obviamente / é diferente do vazio, sejam f, g € 1 Então: 

(£- 90) =$M-g(1=0-0=0 
e, portanto, f — g El. Agora, se h E Ae f E | então: 
(MN = Mg) =hM-0=0 
o que garante que hf € | e, portanto, completa a demonstração de que té um 
ideal em A-= RE. 

Um ideal / num anel A certamente é um subanel de A. De fato, se x, y E hem 
tão x — y € | devido à definição de ideal, e xy € 1, também devido à definição, uma 
vez que, se x € |, então, x € A. Mas não vale a recíproca dessa propriedade. De fato, 
Z é um subanel de Q, como já vimos, mas não é um ideal em Q, uma vez que, por 


exemplo, 1 € 7,7 € Qmas 7 1-1 EZ. 
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Proposição 20: Seja / um ideal em um anel comutativo A. Então: 
() 0 € J(0 = zero do anel). 
(ii) Sea € J, então —a E J. 

(ii) Se a,b € J então a + b E J. 

(iv) Se o anel possui unidade e se algum elemento inversívei do anel pertence 
a J, então J = À, 

Demonstração: 

(i) Seja a € J (lembrar que J + Ø, por definição). Logo, a — a E J, ou seja, DE J. 

ti) Como 0 E J (devido a {i)) e a é um elemento do ideal, então O — a = —a E€ J. 

(iii) Por hipótese, a, b E J. Mas, se b E J, então —b E J, como acabamos de 
ver. Logo, devido à definição, a — (—b} =a + b € J. 

(iv) Como J C A, basta mostrar que A C J. Para isso tomemos um elemento ge- 
nérico a do anel. Obviamente a = a -1 (1 = unidade do anel}. Tomando-se um ele- 
mento inversível u E J, o que é garantido pela hipótese, então, para algum v E A, 
uv = 1 (unidade do anel). Portanto: 


a=a-1=a(uv)=(avu 
Observando-se que av € Ae u E J, então a = (av)u E J. Se todo elemento de A 
pertence a J então A C J, como queríamos demonstrar. 7# 
17. IDEAIS GERADOS POR UM NÚMERO FINITO DE ELEMENTOS 


Para quaisquer n elementos a, a), ~ 4, (n = 1) de um anel comutativo A, 
indicaremos por (g,, az, ..., An) O seguinte subconjunto de A: 


(ay Ap un An) = {X10} + X203 + m + XA | XX cs Xn E A) 

Provemos que (ay, a), .... an) é um ideal em A. De fato: 

+ 0=0a, + 0a; + .. + Da, E (G1, Gz, ... Q,) €, portanto, esse conjunto não é vazio. 

* Seb ce (aa, anentãob=xa, + .. + xa, e C=Ya E... + YAn 
em que os x; e os y; (1 = ¡ = n) são convenientes elementos de A; observando 
que (x; — y) € A,(í=1,2,.., n) e que b — c = (x) — ya, ++ (Xp — Yaan 
concluímos que b — c E (ay, 02, u Ap): 

* Se b é um elemento de (a,, ay, .., An), digamos, b = X40; + ... + Xp Gp, € se 
CEA, então: 


cb=(cxa, + ...+ (CXpJa, E (a, Mas su Ap) 
Pois cada um dos produtos cx; pertence a A. 

Definição 17: Se A é um anel comutativo e S = (a, 4), .., a, ) C A, então o ideal 
la}, a Ap), introduzido nas considerações anteriores, é chamado idea! gerado 
Por S (ou pelos elementos de 5). O ideal gerado por um conjunto unitário {a} é 
chamado ideal principal gerado por a. Se todos os ideais de um anel comutativo 
são principais, então esse anel recebe o nome de ane! principal. 
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Exemplo 45: O anel Z é principal. Seja ! um ideal em Z. Se | = {0}, então é ime- 
diato que I é principal, pois (0) = (x-0|x E Z} = {0}. Se 1 + (0), então / possui um 
elemento não nulo a e, portanto, —a € A. Como um desses dois elementos (a ou —a) 
é estritamente positivo, então A possui elementos estritamente positivos, o menor 
dos quais indicaremos por b. Nosso propósito agora é provar que | = (b), o que 
concluirá a justificação. 

Como b E |, então (b) C 1. Para demonstrar a inclusão contrária, tomemos um 
elemento genérico m E ! e apliquemos o algoritmo euclidiano ao par formado por es- 
se elemento, como dividendo, e b, como divisor. Se q é o quociente e r o resto: 

m=bq+r(0<r<b) 

Segue dessa igualdade que: 

r=m-= bq 
e, portanto, que r E | uma vez que mb Ele 1 é um ideal. Mas, como b é o menor 
inteiro estritamente positivo que pertence a fer < b, não se pode ter r > 0. Logo, 
r= 0 e, portanto, m = bg, o que mostra que m € (b). Portanto, 1 C (b). 
As duas inclusões demonstradas garantem que | = (b). 


Exemplo 46: Vamos mostrar que o conjunto | = {x € Z | 9 divide 21x} é um 
ideal em Z e encontrar seu gerador. 

O número 0, por exemplo, pertence a l, pois 9 fo. 

Sex, y ELentão9|21xe9|21ye, portanto, 9 é divisor de 21x— 21y=21(x— y). 
igualdade que mostra que (x — Nel 

Se x E | então 9 | 21x e daí segue que 9 | 21(ax), qualquer que seja a € Z, ou 
seja, ax E |. 

Sendo um ideal em Z, então | é gerado pelo menor de seus elementos estrita- 
mente positivos. Uma verificação direta mostra que esse elemento é o número 3. 
Portanto, | = (3). 


Proposição 21: Seja A um anel comutativo com unidade. Então A é um corpo 
se, e somente se, os únicos ideais de A são os triviais (0) e A). 


Demonstração: 

(=) Seja J + {0} um ideal em A. Com essa suposição, resta-nos demonstrar que 
J= A, Para isso tomemos a E J, a + 0, que é inversível, por A ser um corpo. A igual- 
dade desejada, J = A, é então uma consequência da proposição 20, parte (iv). 

(e) Temos de provar apenas que todo elemento de A, não nulo, é inversível. 
Para tanto, seja a E A, a + 0, e consideremos o ideal J = (a). Como 4 + {0}, pois 
a E J, então J = A e, portanto, 1 E J. Dessa relação segue que 1 = ax, para um 
conveniente xy € A. De onde, a é inversível. # 
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18. OPERAÇÕES COM IDEAIS 


18.1 Interseção 

Se ! e J são ideais em A, então } N J também é um ideal em A. De fato: 

* Como 0 Ele0 EJ então0 EINI. 

* Se x,y E IN J então x y E lex, y E J. Segue daí que (x — y) Ele (x— y) EJ 
e, portanto, (x — y) EIN J. 

* SejamxEINJeaE A Então x E x E Je portanto, ax E Je ax E J, De 
onde, ax E INJ. 

Proposição 22: Se / e J são ideais em A, então ! N J é o “maior” ideal contido 
em / e em 4. (No enunciado, “maior” significa que todo ideal contido em / e em J 
também está contido em ! N J) 

Demonstração: Seja L um ideal em A contido em / e em J. Portanto, se x E L, 
então x € [ex € Je, por conseguinte, x E f N J. Se todo elemento de L pertence 
também a} N J então L CINJ. # 


18.2 Adição 

Sejam [e J ideais em um anel comutativo A. A soma desses ideais é o subcon- 

junto de A, indicado por | + J, e assim definido: 
I+I=(x+y|xEleyEsS 

Vamos mostrar que f + J também é um ideal em A e, portanto, que a dei que 
associa a cada par de ideais de um anel sua soma é uma operação no conjunto 
de todos os ideais desse anel, 

* Como 0 Efe0ELentão0=0+0€E +). 

*SersEl+Jentãor=x, + y, es=X> + y, para elementos convenientes 
XX E le yy y, E J. Então r — s = (x; — Xx) + (y; — y2) El + J, uma vez que 
w= x) Ele ly -yE 

* SejamtEl+Jea E A.Entáot=x + y(x E y EJ) e at = ax + ay. Como 
XEleay ES entáo at El +J. 

Proposição 23: Se / e J são ideais em um anel comutativo A, então: (1) 1 + J 
contém / e y (ii) 1 + Jé o”menor"ideal em A com essa propriedade. (No caso, “menor” 
significa que todo ideal em A que contém / e contém J também contém ! + 4) 

Demonstração: 

(DSejaxELComox=x+0€e0€ J então x E 1 + J. Esse raciocínio mostra 
que / + J D 4 De maneira análoga se prova quel+JDJ. 

(li) Seja £ um ideal em A tal que £ D !e! > J. Devemos provar que todo elemen- 
to de / + J também é elemento de Ł. De fato, se r E / + J, então r =x + yKEL 
Y & J). Como £ > | então x E L; e como Ł D J, então y E L.Logo,x+y=r€EL.% 
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Exemplo 47: Nosso objetivo aqui é determinar a soma de dois ideais em Z. Co- 

mo todo ideal em Z é principal, então devemos determinar d na igualdade: 

(a) + (b) = (d) 
dados a, b € Z. Observemos primeiro que, como a = 1 -a + 0 -b então a E (a) + 
+ (b) = (d). Logo, a = td, para algum inteiro t, e, portanto, d | a. Analogamente se 
demonstra que d | b. 

Como, por outro lado, d E (a) + (b), então pode-se representar d assim: d = 
= ra + sb, em que r,s E Z. Dessa igualdade decorre que todo divisor de a e b tam- 
bém é divisor de d. 

Então o inteiro d goza das seguintes propriedades: (a) é divisor de a e b; (b) todo 
divisor de a e b é também seu divisor. De onde, d = mdc(a, b) ou d = —mdc(a, b). 

Por exemplo: 

(2) + 3)=(1)=Z 
pois mdc(2, 3) = 1. 


19. IDEAIS PRIMOS E MAXIMAIS 


Definição 18: Seja P um ideal em um anel comutativo A. Diz-se que P é um 
ideal primo se P + A e se qualquer relação do tipo ab € P, em que a, b E A, tiver co- 
mo conseqüência que a € P ou b € P. 

Exemplo 48: No ane! Z o ideal í = {0} é primo, pois, se ab E |, isto é, se ab = 0, 
então a = 0 ou b = 0, ou seja, a € f ou b E I. Obviamente o mesmo ocorre com um 
anel de integridade qualquer. 


Exemplo 49: O ideal 27 é primo em Z. De fato, se ab E 27, então 2 | ab e, 
portanto, como 2 é primo, 2 | a ou 2 | b. De onde, a E 2Z ou b € 2Z. 

Exemplo 50: No anel produto direto Z x Z o ideal ! = {0} x Z é primo. De fato, 
se (a, b), (c, d) são elementos de Z x Z tais que (a, b) (c, d) = (ac, bd) € {0} x Z, en- 
tão ac = 0 e, portanto, a = 0 ou c = 0. De onde, (a, b) € {0} x Z ou (c d) E (0) x Z. 

Definição 19: Seja P um ideal num anel comutativo A. Diz-se que M é um ideal 
maximal se M + A e se os únicos ideais em A que contêm M são o próprio M e A. 

Exemplo 51: 27 é um ideal maximal em Z. De fato, se / é um ideal em 7 que con- 
tém 2Z propriamente, então / possui um número ímpar 2t + 1. Mas, como 2t E |, 
pois 2t pertence a 2Z e / D 2Z, então (2t + 1) — (2t) = 1 € 1. De onde, | = Z. 

Exemplo 52: No anel produto direto A = Z x Z é maximal o ideal 2Z x Z. Para pro- 
var essa afirmação, seja f um ideal em A que contém propriamente 22 x Z. Então | 
possui um elemento do tipo (2r + 1, s), em que r, s € Z. Mas, como (21,5 — 1) E h, 
porque pertence a 2Z x Z, que é uma parte de /, então (2r + 1,5) — (27,5 — D= 
= (1, 1) € |. Como a unidade do anel pertence a |, então } = Z x Z. 
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Proposição 24: Todo ideal maximal em um anel comutativo é necessariamen- 
te um ideal primo, 


Demonstração: Seja M um ideal maxima! em um anel comutativo A. Da definição 
de ideal maximal decorre diretamente que M + A. Basta provar que, se a, b são 
elementos de A tais que ab E M, então a E M ou b E M. Suponhamos que a € M 
e consideremos o ideal ! = (a) + M. Observemos que, devido à proposição 23,1 > M. 

Como, porém, a € |, pois a = 1 -a + Ge 0 E M, e estamos supondo que a É M, 
então | contém propriamente M e, portanto, ! = A. Isso implica que a unidade de 
A pode ser escrita assim: 

1=ra+m 
em que re m são convenientes elementos de A e M, respectivamente, Multiplicando- 
se os dois membros dessa igualdade por b: 
b=r(ab) + bm 
igualdade que mostra que b € M, posto que tanto ab como m são elementos de M. # 


Contra-exemplo 6: O ideal {0} x Z é primo em Z x Z, como já mostramos 
(exemplo 50), mas não é maximal. De fato, é só observar que 27 x Z é também 
um ideal em Z x Z, que 22 x Z contém propriamente {0} x Z e que, obviamente, 
221x212 +21 x2. 

Esse contra-exemplo mostra que a recíproca da proposicáo 24 náo é verdadeira. 


99. Verifique se são ideais: 
a) (0,2,4) no anel Ze; 
b) mZ no anel Z; 
c) mZ x nZ no anel Z x Z; 
d) {x € Z | mdc(x,5) = 1} no anel Z; 
e) {x € Z | 25 divide 35x} no anel 7; 
f) {x E€ Z | x divide 24} no anel Z; 
9) {x € Z | 6 divide x e 24 divide x?) no anel Z; 
h) Z no anel (Q, , O) em queaDb=a+b—1ea0b=a+b- ab, para 
todo a,b € Q; 
1) 2Z no anel {Z, +, -) em que a adição é a usual e a - b = 0, para todo a, b €7; 
Ì) {f:R —> R | f(0) = 0} no anet RË, 


100. Sendo A um arel (eventualmente não comutativo), dizemos queiC Aet+iy 
é um ideal à esquerda em A se, e somente se: 
(Vx y(xEleyEl=x-yEN e (Yxz{xEAezEl=xzEl) 
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Verifique se são ideais à esquerda em Mb(R): 


a) =; Dave ah q = °)iabe n] 
ob b o 

b) u= lo Date n] ouii eta ca) 
0 E o 0 


101. Mostre que é um ideal em A (anel comutativo) o conjunto dos seus elementos 
nilpotentes. Sugestão: Para mostrar que esse conjunto é fechado para a subtra- 
ção, tomando x e y nilpotentes e tais que x' = y' = 0, considere (x — y)" a: 


102. Descreva os seguintes ideais principais: 


a) (2) em Z6 e) (3) em Zg 
b) (-5) em Z f) (2) em 22 

2 3 
o (9 em Q 9) (<<) ema 
d) (12)emR h) 41 — i) em C 


103. Determine todos os ideais de Z;. 
104. Mostre que todos os ideais de um anel Z,, são principais. 


105. a) Seja ! um ideal do anel comutativo A. Prove que 
J=ÍxE A|x-¡=0, Vi E!) é um ideal de A. 
b) Determine J no caso A = 7,6 e | = (2). 


106. Sejam A um anel e J um ideal à esquerda. Seja M o conjunto de todos os 
x E A tais que x) = {0}. Mostre que M é um ideal em A. (Y = bilje sh) 


107. Seja A um anel comutativo. Dados a E A e b € A, dizemos que “a é associado 
de b” quando a | b e b | a. 
a) Prove que "a é associado de b” equivale a “os ideais (a) e (b) são iguais” 
b) Quais são os elementos associados de 5 no anel Z? 


108. Sejam a, b, c elementos do anel de integridade Z. Mostre que, se à = bce 
b + ża, então (a) S tb). 


109. Sejam ! = (a) e J = (b) ideais em um anel A. Mostre que !-J= {xy |xete 
y E Jj é um ideal em Ae /-J= (ab). 
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110. Sejam | e J dois ideais do anel A. Mostre que, se 1 N J = {0}, então xy = 0, 
para todo x E ley El. 


111. Se (1,) é uma familia de ideais, mostre que M /, é um ideal. 


112. a) Dé um exemplo de dois ideais / e Jem um anel A de modo que / U J não 
é ideal de A. 


b) Se h C hC l... é uma sequência de ideais em A, mostre que Y 1, é um 
ideal de A. 


113. Seja A um anel com as operações + e +, 
Mostre que: 
a) Ax Z é um anel em relação às operações Y e O assim definidas: 
tam ® {b, n) = {a + b,m + n) 
(ta, m} © (b, n) = (ab + mb + na, mn} 
b) A x {0} é um ideal em A x Z. 
c) A aplicação f: A — A x (0) tal que f(x) = (x, 0) é um isomorfismo. 


114, Sejam / = (x) e J = (y) dois ideais de Z. Mostre que | + J = (mdc (x, y)) e que 
1N J= (mme(x, y)); em seguida determine (12) + (21) e (12) N (21). 
1º) Lembremos que m é mmc(a, b) se, e somente se,a|m,b]m;a| me b|m=m|m;m=>0. 
Provemos que (a) N (b) = (m). Sendo x um elemento qualquer de Z, temos: 
xE la) > alx 
xE(b) o b|x 
Portanto, (a) N (b) S (m). 
2º) Lembremos que d é um mdc(a, b) se, e somente se,d =0;d |a d |b;d'|a ed |b => 


æ m|x > xE (m) 


x€ (a) N (b) -f 


=> d' | d. Provemos que (a) + (b) = (d), Para qualquer inteiro x, temos: 
xE (a) +(b) = x= ra+ sb 

dia > d|x > xe td) 

d|b 
Portanto, (a) + (b) C (d). 
Sendo ta) + (b) um ideal em Z, (a) + (b) é um ideal principal. Seja d' um gerador 
de (a) + (b). Temos: 
a=a+0=>0aE(a)+(b) > dla 
b=0+b=>bE(a9) + (b) => dla 

3*) Em consequência do exposto: 

(12) N (21) = (mme (12, 21)) = (84) 
(12) + (21) = (mde (12, 21) = (3) z 
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> d|d = (d) 0 (4) 
(d) C (a) + (b) 


115. Sejam a, b e c elementos fixados de um anel A. Prove que (a, b,c) = {ax + by + 
+ cz |x, y z € A) é um ideal em A. Em seguida, determine m € Z tal que 
(12, 20, 28) = (m) no anel Z, 


116. Seja f um homomorfismo do anel A no anel A”. Mostre que, se le J são ideais 
em A, então fU + 3) = Ft) + EO. 


117. Seja / um ideal no anel A e a um elemento fixo de A. Mostre que o conjunto 
(a) = {i + ra |i E ler E A) é ideal em A. 
Determine, no caso 4 = Z, o ideal ((4), 6). 


118. No anel Z considere o ideal / = (3). Mostre que o único ideal em Z que con- 
tém /é o próprio Z; generalize esse resultado. 


119. Sejam d}, az; ..., Am E A. Supondo A um anel comutativo com unidade, mostre 
que (a, Az ..., Gm) é O menor ideal em A que contém ta, ay... Om). 


120. Seja a um elemento idempotente de um anel A comutativo com unidade. 
Mostre que A = (a) + (1 — a) e que (a) N (1 — a) = {0}. 


121. Mostre que um ane! comutativo com unidade A é anel de integridade se, e 
somente se, (0) é primo. 


122. Dê exemplos de ideais primos e não maximais. 
123. Seja a + 0 um número inteiro. Prove que (a) é primo se, e somente se, a é primo. 


124. Se / é um ideal no anel A e se P é um ideal primo em /, então P é um ideal 
em A. Prove. 


125. Mostre que todo ideal primo P + (0) em Z é maximal. 


126. Mostre que é maximal em A = R” o ideal M = {f E A | £(1) = 0). 


Exercício complementar 


€8. Seja A o subanel de R E formado pelas funções infinitamente deriváveis. Seja 
J, o subconjunto de A constituído pelas funções f tais que todas as suas 
derivadas, até a de ordem n, se anulam em 0, ou seja: 


Ja = {fE A | DF) =0, Yk, 0 < k =n} 


Mostre que 4, é um ideal de A. 
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v-6 ANÉIS QUOCIENTES 


Seja | um ideal em um anel comutativo A. Conforme já vimos (seção 16), 1 é 
um subanel de A e, portanto, um subgrupo do grupo aditivo A. E como esse grupo 
é comutativo, então / é um subgrupo normal de (A, +). Logo, tem sentido conside- 
rar o grupo quociente A/! cujos elementos são as classes laterais a + (a E A) e 
cuja adição é definida por (a + 1) + (b + 1) = (a + b) + Ia, b E A). Lembremos 
que o elemento neutro de A/I é a classe O + | =| e que o elemento oposto de 
uma classe a + / é a classe (—a) + 1.A proposição que segue mostra que o grupo 
A/! pode se converter em um anel de uma maneira muito natural. 


Proposição 25: Seja / um ideal em um anel comutativo A. Considerando-se | 
como subgrupo normal de A, então o grupo quociente A/I torna-se um anel comu- 
tativo definindo-se a multiplicação em A/! assim: 


(a+N(b+n=(ab)+! 

Demonstração: Primeiro é preciso demonstrar que essa multiplicação está bem 
definida, ou seja, que não depende dos elementos de A usados na representação das 
classes. Para isso, suponhamos a,+ [= a, + le b+ [= b, + | e mostremos que 

abjti=ab,+1 

De a,+ |=q,+ | segue que a; ~ a, € | e, analogamente, de b, + [= b, + / 
segue que b,— b, E I. Portanto, levando-se em conta que | é um ideal em A; 

bila- a) El e abi- b) El 

Logo: 

[b,(a, — a2) + az(b,— by] = (ayb, — ab) El. 

Isso significa que a,b, + | = a,b, + |, como queríamos mostrar. 

Falta provar as propriedades da multiplicação necessárias para completar a es- 
trutura de anel comutativo em A//, Dado que o raciocínio é o mesmo sempre, nos 
ateremos a demonstrar a distributividade da multiplicação em relação à adição. 
Para isso, sejam a, b, c E A. Então: 

(a + DI ++ (c+ = (a + DI + c) +I = lab + colt t= (ab + ac) += 
= (ab + f) + (ac + I) = (a + Nib +1) + (a+ e+ A 


Contra-exemplo 7: Se A possui unidade e J é um ideal em A, então o anel quocien- 
te A// também possui: é a classe 1 + J (1 = unidade de A). De fato, (a + JX1 + J)= 
=0-:1+J=aw+J, 

Mas A/J náo é necessariamente um anel de integridade quando A é um anel 
de integridade. Para mostrar isso, consideremos o anel de integridade Z e o ideal 
1 = (6) nesse anel. As classes 2 + Je 3 + J são diferentes do zero do anel quo- 
Ciente, que é a classe O + J = J. De fato, se, por exemplo, 2 + J = J, então 2 € J, 
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o que não ocorre. No entanto, {2 + IB +4) =6 + J= J, uma vez que 6 € J. Ou 
seja, 2 + Je 3 + J são divisores próprios do zero em Z/). 

Proposição 26: Sejam A um anel de comutativo com unidade e J um ideal 
em A. Então: (i) J é um ideal primo se, e somente se, A/J é um anel de integridade; 
(ii) é um ideal maximal se, e somente se, A/J é um corpo. 

Demonstração: 

ti) 

(=>) Basta provar que A/J não possui divisores próprios do zero. Para isso, sejam 
a+ J,b + JE A/J.Se (a + Jb + J) = ab + J= J (zero do anel quociente), então 
ab E J e, como J é primo, então a € J ou b E J. Mas isso significa que a + J =4 
ou b +J =J (zero do anel quociente A/J). Portanto, A/J não possui divisores pró- 
prios do zero, como queríamos demonstrar. 

(+) Sejam a, b E A tais que ab E J. Então ab + J = (a + JMb + J) = J (zero de 
A/)). Mas, como A/J é, por hipótese, um anel de integridade e, portanto, não possui 
divisores próprios do zero, então a + J =J ou b + J = J, ou seja, a € J ou b € J. Por- 
tanto, J é um ideal primo. 

(i) 

(=) Basta provar que todo elemento a + J + J é inversivel. Dessa desigualdade 
segue que a É J e, portanto, (a) + J = A. Então a unidade de A pode ser escrita as- 
sim: 1 = ab + m, para algum b € A e algum m € J. Daí, 1 — ab = m € J e, portanto: 

1+J=(ab) + J=(a + Jb + J) 
o que mostra que b + J é o inverso de a + J no anel quociente A/J. 

(<) Sendo A/ um corpo, então J + A. De fato, se J = A, então A/J = {J}, e isso é 
incompatível com a hipótese de A/J ser um corpo. Falta provar que o único ideal que 
contém J propriamente é A. Para tanto, denotemos por K um ideal em A tal que K D J 
e K + J e consideremos um elemento a E K — J. Como a É J, então a + J + J, ou 
seja, a + J é um elemento não nulo de A/J e, portanto, tem um inverso b + J no anel. 
Daí, (a + J){b + J) = 1 + J, igualdade que tem como conseqiléncia que ab — 1 € 4 
Logo, ab — 1 € Ke, como a E K, então 1 E K. Dessa relação segue que K = A. Ou se- 
ja, o único ideal que contém J propriamente é A e, portanto, J é maximal. 4 

Proposição 27: Seja | um ideal em um anel comutativo A e consideremos a 
aplicação ju: A > A/I assim definida: pa) = a + I, para cada a E A. Então p é um 
homomorfismo sobrejetor de anéis cujo núcleo é í. 

Demonstração: 

Se a, b € A, então: 

+ u(a +b)=(a+b)+i=(a+1)+ (b +i) = pla) + pb) 

* (ab) = (ab) + 1= (a + Mb + = pla) plo). 

o que demonstra que p é um homomorfismo. 
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Ademais, se y E A/l então y = a + |, para algum a € A. Tomando-se x = a, 
então pu(x) = ua) = a + != y. Com isso fica demonstrado que p é sobrejetora, 
Por outro lado, se a E A, então: 
a € Ker(f) se, e somente se, (a) =a +! =| 
se, e somente se, a E f. 
De onde, Ker(f) = | como queríamos provar. # 


Definição 20: Seja ! um ideal em um anel comutativo A. Então o homomorfis- 
mo qu: A — A/I introduzido na proposição anterior e definido por (a) = a + | para 
cada a E À, é chamado homomorfismo canónico de A sobre A/f. 


Proposição 28 (teorema do homomorfismo para anéis): Seja $: A — B um ho- 
momorfismo sobrejetor de anéis. Se | = Ker(f), então o anel quociente A/I é iso- 
morfo a B. 


Demonstração: O primeiro passo é descobrir um isomorfismo, digamos, de A/! 
em 8, Como um elemento genérico de A/! é do tipo a + } (a E A) e um elemen- 
to genérico de B do tipo f(a)(a E A), pois f é sobrejetor, o bom senso recomen- 
da que se experimente a correspondência 

a+! fa). 
E trata-se efetivamente de uma aplicação, inclusive injetora, pois: 
a +1=b+!1se,e somente sea -b Eh 
se, e somente se, fía — b) = 0 de de B); 
se, e somente se, fía) — f(b) = 
se, e somente se, f(a) = f(b). 

Chamando-se essa aplicação de o, então, para qualquer a E A, ula + |) = f (a). 
Mostremos agora que o é um homomorfismo de anéis. 

* alla +14) + (b + 1)) = alla + b) + 1) = fla + b) = fla) + f(b) = ola +1) + 

olb +1) i 

«alla + Hb +1) = aí(ab) + 1) = flab) = f(a) f(b) = ola + Dolb +»), 

Deixamos como exercício a demonstração de que o é sobrejetora. # 

Seja f; A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis e denotemos por } o nú- 
cleo de f. Consideremos ainda o anel quociente A/!, o homomorfismo canônico 
H:A — A/I e o homomorfismo q: A/! — B, introduzido na proposição anterior, O 
diagrama de anéis e homomorfismos 


O A 


Dri 
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sugere a possibilidade de uma fatoração de f através de A/I. Efetivamente isso 
ocorre, pois, para qualquer a € A: 
(o o pla) = a(ula) = ota +1) = fla) 
e, portanto: 
f=0op 


Exemplo 53: Consideremos um inteiro m > 1, Como já vimos (exemplo 25), a 
aplicação Pm: Z > Zm definida por Pml) =F, para cada r E Z, é um homomofismo 
sobrejetor de anéis. Vimos também (exemplo 29) que N (Pm) = (o, tm, +2m,..) = (m). 


Portanto, ZM) = Zm 
2o 4 


Exemplo 54: Consideremos a correspondência Z4, > Z4 definida como: a — a, 
2.4 


em que a e a sáo, respectivamente, as classes de restos módulo 12 e 4, determi- 
nada por a E Z. Essa correspondência pode ser assim visualizada: 


R 4 q 4 4 AE) A 4 
0-0 4>4=0 8>8=0 
ros po4 4 2 44 
1>1 5>5=1 9>9=1 
2 4 2 4 4 E-A 
2>2 6>6=2 10 >10=2 
2 4 u 4 4 u 4 4 
3-3 7>7=3 1>1=3 


Mostraremos que essa correspondência, na verdade, é um homomorfismo so- 
12 


brejetor de anéis, que seu núcleo é /= (4) e que, portanto, Z ,,/1 é isomorfo a Z4. 


Primeiramente mostremos que a correspondência dada é uma aplicação. De 
de E Es 
fato, se a = b, então 12 | (a — b) e, portanto, 4 | (a — b); logo, a = b. Seja f o no- 


me dessa aplicacáo. Entáo: 


2 2 12 4 2 4 12 12 
. fla +b)=f(a+b)=a+b=a+b= fa) + f(b); 
1212 12 4 44 2 2 


> fía b) = Fab) = ab = a b = f(a) f(b); 
* f é sobrejetora pela própria maneira como é definida. 


Então f é um homomorfismo sobrejetor de anéis. 
2 de E 
Por outro lado, a E Ker(f) se, e somente se, a = 0; 


se, e somente se, 4 | a. 


per 2 
Portanto, | = Ker(f) = (0, 4, 8) = (4). De onde, Z,,/1 = Za como queríamos 


mostrar. 
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127. Construa as tábuas do anel quociente A/| nos seguintes casos: 
a)A=Zel=(2) 
ba=Zet=(4) 
q A=Zel=(m) 
d) A é um anel qualquer e | = (0) 
e) A é um anel qualquer e /= A 
f) A=7,xZel=Z,x2Z 
9) A=Z¿el=(2) 
h) A = Zg e I = N{A) = conjuntos dos elementos nilpotentes de A 


128. Construa as tábuas dos seguintes anéis quocientes: Z¿/(3) e (Z, x Z,)/(1, 0). 
129. Prove que 2Z x 37 é um ideal em Z x Z. Determine: (Z x Z)/{2Z x 37). 


130. Quais são os possíveis anéis quocientes no corpo R dos números reais? 
Sugestão: Lembrar da proposição 21. 


131, Mostre que, se A possui unidade, então A/! também possui. 


132, Mostre que a + | E A/I é inversível (supondo A com unidade) se, e somente 
se, Jr E€ A de modo quea:r-1€f 


(=) Suponhamos que o inverso de a + / seja r + |. Então, (a + lr +1) =1 +h; dai, 
ar + 1= 1+ I e, portanto, ar — 1 E l. 

(—) Se existe r E A tal que ar — 1 € Lentáo ar + I= {a + Ir + h=1+iea+i 
é inversivel. n 


133. Dé um exemplo de anel de integridade A e de ideal | em A tal que A/! não 
é de integridade. 
Resolva o mesmo exercício quando A é um corpo. 


134. Sendo / o ideal constituído pelos elementos nilpotentes de um anel A, mostre 
que fé o único elemento nilpotente de A/I. 
Seja à = a + I um elemento nilpotente de 4//. Temos: 
INEN|(1"=0=> a= aE = IMEN |O =0 = a™ =0 = 
>aEl=d=a+l=1 m 
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135. Dado o homomorfismo f: Z — Z, definido por f(m) = m: 


a) construa o núcleo de f; 
b) determine o homomorfismo canônico de Z em Z/N(£). 


136. Seja A um anel comutativo e n, n > 0, um número natural dado. 


a) Prove K, =4n -a | a € A} é um ideal em A. 
b) Prove que a característica de A/K, divide n. 


137. Seja $ um conjunto não vazio e À um anel comutativo. 

a) Mostre que A=Í1F|f:5> AY é um anel comutativo para as operações 
definidas por (f + gx) = fix) + glo e (£9)00 = $00900, VígE Ae 
YES 

b) Para um elemento s E S, seja I, = {f € AS | £(s) = 0), mostre que }; é um 
ideal maximal em AS, 

Nota: O ane! Aº é chamado anel das funções de S em A. 


138. Seja / um ideal em um anel comutativo A. Mostre que A/f tem unidade se, e 
somente se, existe e E A tal que ae — a € I, qualquer que seja a EA. 


|] Exercício complementar 


€9. Seja A um anel. Sejam / e J ideais em A tais que J C 1. Mostre que existe um 
homomorfismo de anéis f: A/J —> A/I que leva a + Jema +ha € A. 


V-7 ORDEM EM UM ANEL DE INTEGRIDADE 


20. ANÉIS DE INTEGRIDADE ORDENADOS 


A relação de ordem usual no conjunto Z dos inteiros é “compatível” com as 
operações de 7 no sentido de que são verdadeiras as propriedades “se a = b, 
então a + c < b + c” e”se a = b e c = 0, então ac < bc! Essa compatibilidade 
não ocorre, por exemplo, quando se considera Z ordenado pela relação de di- 
visibilidade. De fato, embora se verifique no que se refere à multiplicação, o mesmo 
não acontece quanto à adição, pois, por exemplo, 3 divide 6, mas 3 + 2 = 5 não 
divide 6 + 2 = 8. A definição que segue tem por objetivo postular as condições 
que devem caracterizar a “compatibilidade” de uma relação de ordem com as ope- 
rações de um anel. 


Com <>) 


Definição 21: Consideremos um par ordenado constituído de um anel de 
integridade (A, +, -) e uma relação de ordem total = sobre 4. Nessas condições, 
diz-se que (A, +, +, =) é um anel de integridade ordenado quando os seguintes 
axiomas se cumprem: 

(0,) Quaisquer que sejam a, b, c E A, se a = b, entãoa +c € b+c. 

(0,) Quaisquer que sejam a, b, c E A, se a = b e 0 = c, então ac = bc. 

* Em várias proposições a serem demonstradas, a hipótese de que A é um 
anel de integridade poderia ser substituída por uma mais geral (anel comutativo 
com unidade, por exemplo). Mas, visando às situações mais importantes, e para 
não picar muito o raciocínio, as proposições serão sempre enunciadas para anéis 
de integridade. 

« Os axiomas O, e O, caracterizam, respectivamente, o que se entende por 
compatibilidade da relação de ordem com a adição e com a multiplicação. 

+ Vale observar ainda que, embora, pela definição dada, um anel de integri- 
dade ordenado seja um sistema (A, +, -, =<), que obedece às imposições da definição 
21, muitas vezes, subentendidas as operações e a relação de ordem, e para simpli- 
ficar a linguagem, usaremos expressões como “o anel de integridade ordenado A; 
“seja A um anel de integridade ordenado; ou mesmo, apenas, “anel ordenado” para 
designar esse novo objeto matemático. 


Exemplo 55: Os anéis de integridade Z, Q e R são anéis de integridade ordena- 
dos no que se refere à ordem usual <. 


21. PROPRIEDADES IMEDIATAS DE UM ANEL DE INTEGRIDADE 
ORDENADO 


Nas considerações que seguem usaremos, como é praxe, as seguintes notações: 
a = b para indicar que b = a; 

a < b para indicar que a = b e a + b; 

a > b para indicar que b < a, 


Proposição 29: Em um anel ordenado (ou seja, anel de integridade ordenado), 
são equivalentes as afirmações: (i) a = b; (ii) a — b = 0; (i 


Demonstração: 

ti) — (ii) Devido a (O,),de a = b segue que a + (—b) = b + (—b). Portanto,a — b = 0. 

fii) = (iii) Por hipótese a — b = 0. Dessa relação segue, devido a (O ,),que (a — b) + 
(~a) = 0 + (~a). De onde, -b = —a. 


(iii) — (i) Para a demonstração, neste caso, é só somar (a + b) a cada um dos 
membros de —b = —a, o que é permitido, mais uma vez, por (01). 4 


Proposição 30: Seja A um anel ordenado. Então, para quaisquer a, b, c E A: 


> m e) 


(i) Sea +c = b +c então a s b. 
(ii) a < b se, e somente sea +c < b+c 


Demonstração: 

(i) Da hipótese, a + c = b + e, segue, devido a (04), que (a + c) + (-c) = (b+ 
+J+(-o.Entãoa + [c + (0)] = b + [c + (—0)] e, portanto, a + 0 = b + 0. 
De onde, a = b. 

(ii) 

(—) Por hipótese, a < b, ou seja, a = be a + b. Então, devido ao axioma (0,), 
a+c< b+c. Como näo se pode ter a +c = b + c, pois isso acarretaria a = b, 
entãoa+c<b+e 

(e) Por hipótese, a + c < b + c. Entãäoa +c = b+cea+c# b+c Mas de 
a+c = b + c decorre, como vimos em (1), que a = b. Como não se pode ter a = b, 
pois essa igualdade acarretaria a + c = b + c,o que contraria a hipótese, então a < b. # 


um anel ordenado, são equivalentes as afirmações: (i) a < b; 
(i)a — b < 0; (ii) —b < —a. Em particular são equivalentes as condições: (a) 0 < a; 
(b) -a < 0. 

A demonstração será deixada como exercício. O raciocínio é o mesmo usado 
na demonstração da proposição 29, o que é lícito fazer devido à parte (ii) da pro- 
posição anterior. 7# 


Proposição 31: Sejam a, b, c elementos de um anel ordenado. Então: a < ¢ sem- 
pre que ()a=beb<c(ia<beb=cou (iia <beb<c. 


Demonstração: Demonstraremos essa proposição apenas no caso da hipótese 
(iii). Nos demais casos, a demonstração é análoga. 

Por hipótese, a = b, a + b e b = c, b + c Então, devido à transitividade da re- 
lação de ordem: a = c. Suponhamos que se pudesse ter a = c. Então c = be b =c 
e, portanto, como a relação de ordem goza da propriedade anti-simétrica, b = c, o 
que é absurdo. Logo, a = ce a + G ou seja, a < €. % 


Exemplo 56: Mostrar que em um anel ordenado A não pode ocorrer nenhuma 
das seguintes situações: (a) a, = bı e b; < ay; (b) a, < b; eb; = a, 

De fato, tanto no primeiro caso como no segundo teriamos, como conseqüên- 
cia, que a, < a,, o que é impossível, 

Proposição 32: (“adição de desigualdades”): Seja A um anel ordenado. Se ay, 
Qy Op Dy Bas by CAca;sbi(i=1,2., mn = 1), então: 

a, +a, + + ap © bit by + + bn 
Se, ademais, a, < b,, para algum índice r (1 = r = n), então: 


atata t bit bita tb 
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Em particular, se a = b (a < b) e n é um inteiro > 1,entáon-a<n-b(n-a< 
<n:b). 


Demonstração: Faremos a demonstração para n = 2. No caso geral, procede- 
se por indução sobre n, estendendo-se o raciocínio que será feito aqui. 

Por hipótese, a, = b, e a, = b,. Somando-se a, aos dois membros de a, < b, 
e by aos dois membros de a, = b, o que é permitido por (O), obtém-se as 
desigualdades a, + a, = b, + a, e a, + b, = b, + b, Então, devido à transi- 
tividade da relação de ordem: a, + a, < b, + bz. 

Suponhamos que, por exemplo, a, = b, e a, < b,.Entáo, devido ao resultado 
que acabamos de demonstrar, válido neste caso, pois a, = b, e a, + bra, + a) = 
= b, + bz. Mas de a, < b, decorre que a, + a, <a, + b, Assim sea, + a, = 
=b, + ba então b, + b, < a, + b, e, portanto, b, < q, o que não é possível, 
pois, por hipótese, a, = by. Logo, a, + a, + b, + b, e, por consequência, a, + a, < 
<b, +b, A 

Proposição 33: Se a < be 0 = c, então ac = bc. Mais: ac = bc se, e somente 
se, € = 0 e, portanto, ac < bc, sempre que c > 0. 


Demonstração: Como a < b,entáo a = b.O axioma (O) garante então que ac = bc. 

Suponhamos ac = bc. Então ac — be = 0 e, portanto, (a — bc = 0. Como estamos 
num anel de integridade e a  b, então c = 0. Por outro lado, é imediato que, se 
c = 0, então, ac = bc. + 


Corolário: Se a < be c = 0, então bc = ac. Mais: ac = bc se, e somente se, c = 0 
e, portanto, bc < ac sempre que c < 0. 


Demonstração: Como c = 0, então 0 = —c. A proposição anterior garante en- 
tão que a(—c) = b(—c), ou seja, que —(ac) = —(bc). Mas então, em virtude da pro- 
posição 29, bc = ac. Para justificar a segunda parte, o raciocínio é análogo ao usado 
na demonstração anterior. 4 


Proposição 34 (regra de sinais): Num anel ordenado, ab > O se, e somente se, 
a>0eb>00u0<0e b<O0.(Isto é ab > 0 se, e somente se, a e b têm o 
“mesmo sinal”.) 


Demonstração: 

(=) Da hipótese, ab > 0, decorre que ab + 0 e, portanto, a + 0 e b + 0. Su- 
Ponhamos, por redução ao absurdo, que a > 0 e b < 0, ou seja, que a e b tives- 
sem “sinais contrários”. Então —b > 0 e, portanto, a(—b) > O - (—b). Mas dessa 
desigualdade decorre que (ab) > 0. Adicionando-se essa última desigualdade 
com ab > 0 (hipótese), obtém-se ab + [—(ab)] > 0 ou O > 0,0 que é impossível. 
De maneira análoga se mostra a impossibilidade de a < 0 e b > 0. Então a e b 
tém o mesmo sinal sempre que ab > 0, como queríamos provar. 
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(e) Faremos a demonstração apenas para o caso em que a < 0 e b < 0. Des- 
sa hipótese segue que 0< —a e 0 < —b. Então, devido à proposição 33, (—b) - 0 < 
< (ají—b), ou seja, O < ab ou ab > 0. # 

| Proposição 35: a? > 0 e a? = 0 se, e somente se, a = 0. (Portanto, a? > 0 se 
a +0) 

Demonstração: Como A é totalmente ordenado, então 0 = a ou a = 0. No pri- 
meiro caso, multiplicando-se ambos os membros da primeira dessas desigualdades 
por a, o que é permitido por (O), obtém-se O - a = aa, ou seja, 0 = a?. De onde, 
a? > 0. No segundo caso, os dois membros da segunda desigualdade podem ser 
multiplicados por —a > 0, com o seguinte resultado: a(—a) = O - (a). Daí, —a? = 0 
e, portanto, a? > 0. 

Se a? = aa = 0, entáo a = 0, porque estamos num anel de integridade. Por 
outro lado, é óbvio que, se a = 0, então a=0.% 

Corolário 1: Se 1 indica a unidade de um anel ordenado A e O o zero desse 
anel, entáo 1 > 0. 

Demonstração: Como 1 = 1- 1 = 12, então 1 = 0. Mas, como 1 + 0, então 1>0. * 

Corolário 2: Seja A um anel ordenado. Se a,, 4), .. An E A, então a+ a d+. 
+ a,? > 0.E se a, + O, para algum índice r (1 < r = n), então apra tr 
+a > 0. 

A proposição 35 garante que: a,? > 0, a? > 0, ua; > 0. Isso posto, a pro- 
posição 32 garante que ay? + a+... + a,? > 0.Se a, + 0, então a? > 0, devido 
à proposição anterior. Mas, neste caso, ainda devido à proposição 32, a? +a? + 
+utai>0% 

Exemplo 57: O conjunto dos elementos de um anel de integridade ordenado A 
não tem mínimo. Suponhamos que A possuísse mínimo e o indiquemos por mp. Lem- 
bremos que esse elemento teria de gozar da seguinte propriedade: m, E A em, © X, 
qualquer que seja x E A. Como, porém, O < 1, então, somando-se m, — 1 a ambos 
os membros dessa desigualdade: 

m,-1<(m-= +1 

Logo, m, — 1 < m,, O que é contraditório, pois (Mm, — TEA 

Proposição 36: A característica de um anel de integridade ordenado é zero. 

Demonstração: Seja A o anel. Então, como já vimos, 14 > 04. A proposição 32 
aplicada a essa desigualdade, considerada duas vezes, leva a 

1, + 14> 04 + 0, 
ou 2 -14 > 04. A aplicação de novo da proposição citada, agora para esta última 
desigualdade e para 1, > Oz, leva a 
3 -14>0, 


Em E) 


E assim por diante. Portanto, qualquer que seja o inteiro n > 0: 
n +1, > 0, 

Então n -1, + 0, sen > 0, o que tem como conseguência que c(A) = 0, como 
queríamos provar. 7# 

Corolário: Se (A, +, -) é um anel de integridade finito, então nenhuma relação 
de ordem sobre A é compatível com as operações do anel. Em outras palavras, não 
há como ordenar o anel A, 

A demonstração é imediata, É só lembrar que a característica de um anel fini- 
to é maior que zero. 4 


22. ANÉIS DE INTEGRIDADE BEM ORDENADOS 


Definição 22: Seja A um anel de integridade ordenado. Então os elementos 
de P = {x € A | x = 0) são chamados elementos positivos do anel. Se todo sub- 
conjunto de P (com a relação de ordem induzida pela de A) possui mínimo, então 
se diz que A é um anel de integridade bem ordenado ou, para simplificar, ane! bem 
ordenado. 


Exemplo 58: O anel Z dos números inteiros é bem ordenado como nos asse- 
gura o princípio do menor número inteiro. 


Contra-exemplo 8: O anel dos números reais, com a ordem usual, não é bem 
ordenado. De fato, qualquer que seja a € /=10,1,0/2E lea/2< a. 

Proposição 37: Seja A um anel bem ordenado. Então A não possui nenhum 
elemento x tal que 0 < x < 1, 

Demonstração: Se o conjunto L = {x E A | 0 < x < 1) não fosse vazio, então 
possuiria mínimo, pois L C P. Se a indica esse mínimo, então O < a < 1, Multipli- 
cando-se os termos dessas desigualdades por a: 

0<a<a 
Como a < 1, então: 
0<a<a<l 

Essas relações mostram que a? E Le q? < a, o que é absurdo, # 

Definição 23: Um anel de integridade ordenado A se diz arquimediano se, 
qualquer que seja a E A, existe um número natural n > 0 tal que n:l, >a. 

Proposição 38: Todo anel de integridade bem ordenado é arquimediano. 

Demonstração: Suponhamos que um anel bem ordenado A não fosse arqui- 
Mediano. Então, para algum a E A, n +1, = a, não importa qual o número natural 


n > O. Seja L = fa — n -14 | n € Nº. Devido à suposição feita, todo elemento de L 
€ positivo, e como A é bem ordenado, £ possui um mínimo. Seja a — r -14 esse 
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mínimo e observemos O elemento a — (r + 1) -14 que também pertence à L. Co- 
mo 1, > Oy então r: 1a + 14>"r*1, + 04, 0U seja (r + 1) 14 >" +14 Dai, —tr + 
+ 1) +1, < —r +1, e, portanto a + e+ 10-13 <0 + Ebr* 14)]. Transformando- 
se as adições em subtrações, chega-se aa ~ (r+ 1):14 Saf +1, O que é impos- 
sível, uma vez que a — (+ 1)-1,€ElLea—="r-la é o mínimo de L. Isso prova que 
A é arquimediano. 4% 

Contra-exemplo 9: Um anel pode ser arquimediano sem ser bem ordenado. É o 
caso, por exemplo, do anel R dos números reais, pelo fato de que n +1 =n e de que 
sempre há um número natural maior que qualquer número real dado. 


23. CORPOS ORDENADOS 


Seja K um corpo. Então K é um anel de integridade e, como tal, pode se tratar 
de um anel ordenado. Neste caso, diz-se que K é um corpo ordenado. 


Exemplo 59: Os corpos QeR são corpos ordenados, como já observamos ante- 
riormente. 


Contra-exemplo 10: Mostraremos à seguir que não há nenhuma relação de 
ordem total sobre C compatível com as operações que transformam esse conjun- 
to no corpo dos números complexos. 

De fato, suponhamos que fosse um corpo ordenado. Como conseqiiéncia des- 
sa suposicáo teríamos, em particular, P=-1>0e1>0.Da primeira dessas desi- 
gualdades segue que 1 < 0 e da segunda que 0 < 1. Daí, 1 < 1 e, portanto, 1 + 1,0 
que é impossível. Portanto, náo há como transformar o corpo © num corpo ordenado. 


Proposição 39: Sejam a, b elementos arbitrários de um corpo ordenado K. In- 

dicando-se o zero e a unidade desse corpo respectivamente por 0 e 1, tem-se: 
(i) Se a > 0, então q! > 0, e se a < 0, então q! <0. 
Gi) Se0 <a < então! <a ese 1< a, então 0 <a! < 1. 

ii) Se b >a > 0, então b™' < a”. 

(iv) Sea<b<Gentãob! <a! < 0. 

Demonstração: 

(i) Como a > 0, então a + 0 e, portanto, a`’ 0, pois aa”! = 1.Logo, (a? > 0. 
Multiplicando-se ambos os membros da desigualdade a > O (hipótese) por (op, 
obtém-se: 

la Pa > (a Y -0 
desigualdade equivalente a q! >0, 

Deixamos a demonstração da segunda parte como exercício. 

(ii) Como a > 0, então qr! > 0, pelo que acabamos de demonstrar. Assim, 
multiplicando-se cada termo de0<a=<1 por at, 
o<1<a! 
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Deixamos a demonstração da segunda parte como exercício. 

(iii) Sendo a > 0 e b > 0,entáo a 1>0e b™' > 0 e, portanto,a”!b”! > 0. Mul- 
tiplicando-se cada termo de b > a > 0 pora 'b" obtém-se a”! > b7! > 0. 

(iv) Como a < 0 e b < Q, então a™' < 0 eb”? < 0 e, portanto, ab! > 0, 
Multiplicando-se cada termo de a < b < 0 por a™'b™', obtém-se b7! <a |< 0. # 

Proposição 40: Sejam a e b elementos de um corpo ordenado K, Se a < b, 
então o corpo K possui um elemento c tal que a < € < b. 


Demonstração: Como a < b, então a +a <a + boua-tk+a:1k<a+ b, 
ou, ainda, a (2 - 1%) < a + b. Analogamente, depois de se somar b a cada um dos 
termos de a < b, obtém-se a + b < b(2 - 1x). Portanto: 

aQ-1)<a+b<b(-1) 

Mas, como já vimos (proposição 36), 2 - 1, > Oy e, portanto, (2 - 1,7? > Op. 
Multiplicando-se cada termo de a(2 - 1%) < a + b < b(2 +14) por (2 +1,)7!,0 que 
não altera o sentido das desigualdades, pois (2 + 1,4) 1 > 0, obtém-se: 

a<(a+bR-1)<b 

Então o elemento c = (a + b) (2 - 1)” !, que nos corpos Q e R é a média arit- 
mética de a e b, pertence a K e está entre a e b (estritamente). 4 

Corolário: Nenhum corpo ordenado é um anel bem ordenado. 


Demonstração: Seja K um corpo ordenado e consideremos o seguinte subcon- 
junto de K: L = (x € K | x > 0,). Se P indica o conjunto dos elementos positivos de 
K, então obviamente L C P. Mas, qualquer que seja a € L (por exemplo a = t), a 
proposição nos assegura que 0, < a(2 + 197 < a, e, portanto, L não tem mínimo. 
De onde K não é bem ordenado, como queríamos provar. 4 


139, Sejam a, b, c, d elementos de um anel ordenado A. Prove que: 


a) b > 0 se, e somente se a >a — b. 

b) Se ab > 0 e b > 0, entáo a > 0, 

c) a +b => ase, e somente se, b > 0. 

d) a + b > a se, e somente se, b > 0. 

e) Sea > bec < 0, então ac < be. 

f) Se ab > 0 eb < 0, então a < 0. 

9) Se a >b > 0e c> d> o0, então ac > bd > 0. 
h) Se a > b e c > d, então ac + bd > ad + bc. 

Ì) @ + b? = 2ab. 

Ì) Sea #0 oub + 0, então a? + ab + b? > 0. 
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a) (=) Como b > O, então —b < 0 ou 0 > —b. Somando-se à a cada um dos mem- 
bros desta última desigualdade: a > a — b. 

h) Como a > b e c > d, então a — b > 0 e c — d > O, Assim, {a — b)(c — d ) > 0 e, 
portanto, ac -- ad — bc + bd > 0. De onde, ac + bd > ad + be. 

) Sea=0eb + 0, então a? + ab + b? = b? > 0, pois b + 0.0 raciocínio é análogo 
nos casos em que a + 0eb=0.Sea>0eb > 0,entáo a? > 0, b? > 0 e ab > 0, 
Portanto, a? + b? + ab > 0. Quando a < 0 e b < 0, a demonstração é análoga. 
Suponhamos agora que a e b tenham “sinais” diferemes. Então ab < O e, portanto, 
—(ab) > 0.Como, porém, a? + b? + ab = (a + b}? + [-(ablem que (a + b? > 0 
e [-(ab)] > O,entãoa? + b? + ab > 0. E 


140. Prove, por indução, que: 
a) Se a > 0, então a” > 0 (n E N). 
b) Se a < 0, entáo a?” > 0 (n E N). 
c) Se a < 0, então a” ' ' < 0 (n € N). 
d) Se b > a > 0,entáo b” > a” (n > 0). 


o Sen = 0, então a?” '? =a < 0 e, portanto, a propriedade vale para n = 0. Seja r 


um número natural e suponhamos que a% ' 1 < 0, Então a "®t =a? +) + a? < 
< 0, uma vez que a? +1 < 0, pela hipótese de indução, e q? >0, poisa +0. E 


141. Sejam a, b elementos de um anel ordenado. Prove que: 
a) b >a se, e somente se, b? > al, 
b) a? = b? se, e somente se, a = b. 
<) As propriedades a) e b) valem também para a? e bº? Prove ou contra- 
exemplifique. 


142. Seja K um corpo ordenado. Se a é um elemento positivo de K, demonstre 
que, qualquer que seja o inteiro n > 0, (a + 1" >na + 
Como (a + 1x)? = 1, €0-a + 1y = 1, a propriedade vale para n = 0. Seja r > 0 um 
inteiro e suponhamos que (a + 1, =r+ a +1 Considerando-se que a é positivo 
e que, desse modo, a + 1« > O, então (a + 1,)'(1, + a) > (rea +14) (1% + a), ou seja, 
latite atoi +aj=r-a+(rraja+1+a=(r+1)-a + (raja + e 
Mas, como a = 0, então r « a = 0 e, assim, (r - a)a > 0. Somando-se (r + 1) + a + ly à 
ambos os membros da última desigualdade, obtém-se (r + 1) + a Hip + (ro aja > 
> (r+ 1) <a +14. Portanto (a +1)" '1>(1+ 1) +0 +1 Ë 
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143. Seja A um anel ordenado. Demonstre que A é arquimediano se, e somente se, 
para qualquer a > 1, e qualquer b, existe n E N tal que n-a>b. 


144. Sejam a, b elementos de um corpo arquimediano K. Demonstre que: 
a) Se a > 17, então existe n E N tal que a” > b. 
b) Se a > 1% e b é positivo, então existe n E N tal que a "<b. 


a) Como a > 1 então a — 1, é positivo, Logo, devido ao exercício 142 anterior, (a — 
Sikt 197 >m>+(a— 1) + 1¿0u 07 =m-a-m-+ 1; + 17 para qualquer 
m = 0, Mas, como K é arquimediano, existe n E N tal quen - a > b+ n+l- 1; 
o0un+a=n+* ly + 1i>b. 
Portanto, a” > b, u 


145. Seja A um ane! bem ordenado, Prove que, qualquer que seja o inteiro n, o 
conjunto {a € A|n-1, <a < {n + 1) + 1,) é vazio, 


146, Seja A um anel bem ordenado, Demonstre que A = Z +14. 


Seja a E A, Como um anel bem ordenado é arquimediano, então, para algum inteiro 
n > 0, tem-se n « 14 > a. Sendo r o menor número natural estritamente positivo tal 
quer» la> air- De <a<r 

Assim, como decorrência do exercício anterior, (r — 1) 1, = a e, portanto, a € Z +1, W 


147, Seja A um anel. Se L é um subconjunto não vazio de A, definem-se L + L, L + L 

e —L da seguinte maneira: 
L+L=4x+y|xyELhL-L=dxy]xyE€Lh=L=(-x|x€ 1) 

isso posto, seja A um anel de integridade. Demonstre que uma condição ne- 
cessária e suficiente para que se possa definir uma relação de ordem sobre 
A, compatível com as operações desse anel, é que exista um subconjunto 
não vazio P C A tal que:()P+HPCP)P-PC P; (iii) PU (~P) = A; (iv) PN 
N (=P) = (04). 
Sugestão: Se A é um anel ordenado, mostre que o conjunto P dos elementos 
positivos do anel cumpre as condições do enunciado. Para demonstrar a re- 
cíproca, defina = assim: x = y se y — x E P. Observe que os elementos po- 
sitivos do anel serão exatamente os elementos de P. 


148. a) Sejam A um anel ordenado e K seu corpo de frações. Mostre que o conjunto 


P=f{2ek]ab=0} 
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A 


c] 


cumpre as condições (i), (ii), (iii), (iv) do sereia anterior e que, portanto; 
a relação = sobre K definida por 2 <£ se, e somente se, £ 
çi por ¿<= A , go 5 er 


faz de K um corpo ordenado. 


Mostre que 5s a se, e somente se, acb? = abd?. 
Se a,b E A, prove que a = b (em A) se, e somente se, : = ? (em K). (Por 


isso se diz que a ordem definida em K é uma “extensão” da ordem do anel A) 


Sugestão: Como uma fração pode ser representada demais sei uma maneira, 
c 


d 


mente se, 3 € P. Ora, de R = é segue que ad = bc e, daí, multiplican- 


do-se ambos os membros dessa igualdade por ac, que acd = abe. Mas, 
como a? = 0 e e? = 0, então cd > 0 se, e somente se, ab = 0 


A E a 
é preciso mostrar primeiro que, se r € Ker= b =-, então — b Le P se, e so- 
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CAPÍTULO VI 


ANÉIS DE POLINÔMIO 


1. NOTA HISTÓRICA 


Ao se iniciar o século XVI, o ponto alto das realizações matemáticas ainda eram 
as obras clássicas gregas. Destas, certamente a mais conhecida e estudada eram os Ele- 
mentos, de Euclides (c. século III a.C), embora outras a superassem em originalidade. 

Ocorre que, das três partes em que se poderia dividir a matemática da época, 
geometria, aritmética e álgebra, aquela em que os gregos do periodo clássico menos 
se destacaram foi a álgebra. Nesse campo, a linguagem algébrica, de que prescindiam, 
era substituída, com óbvias desvantagens, pela linguagem geométrica. 

É verdade que posteriormente, no século Il ou III de nossa era, um grego cha- 
mado Diofanto introduziu símbolos para indicar a variável e suas potências (até a 
de expoente 6), porém esse passo inicial não teve continuidade imediata. 

Na primeira metade do século XVI, verificou-se um grande avanço no desenvol- 
vimento da teoria das equações algébricas com a descoberta de fórmulas algébri- 
“as para a resolução de equações de grau 3 e 4. Mas o raciocínio dos matemáticos 
Que conseguiram esses grandes feitos era ainda geométrico e a linguagem verbal. 

Em 1591, o francés Fra! nçois Viète (1540-1603), em sua obra introdução à arte ana- 
litica (In arten analyticem isagoge), criou o cálculo literal, ou seja, introduziu a lingua- 
Jem das fórmulas na matemática. Pela primeira vez na história da matemática 
tomou-se possivel escrever genericamente, por exemplo, uma equação do segundo 
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grau. No entanto, a notação usada por Viête, que consistia em representar por vogais 
e consoantes maiúsculas respectivamente as variáveis e as constantes, não vingou. 
Porém representar constantes por letras, algo que hoje nos parece corriqueiro, foi 
uma revolução na matemática. 

O trabalho de Viéte teve continuidade com o também francês René Descartes 
(1596-1650), um homem cuja preocupação intelectual maior era a filosofia, a servico 
da qual colocou suas pesquisas matemáticas, Sua única obra matemática, Geometria 
(Géométrie), tinha por objetivo usar O potencial da álgebra na resolução de problemas 
geométricos clássicos. Entendendo que a geometria clássica “não exercita o intelecto 
sem cansar muito a imaginação” e que a álgebra renascentista que herdara submetia 
as letras a regras tais que, "em vez de se transformar numa autêntica ciência, torna-se 
uma arte confusa que obscurece a mente) Descartes procurou estabelecer uma vincu- 
lação entre esses dois ramos da matemática que aproveitasse “o melhor da análise geo- 
métrica e da álgebra para corrigir os defeitos de uma pela outra" A publicação dessa 
obra representa o marco inicial da criação da geometria analítica. 

Para embasar seu trabalho, Descartes teve de dar contribuições próprias para 
o desenvolvimento da álgebra. É o caso, por exemplo, do princípio de identidade de 
polinômios (de que falaremos neste capítulo) que possivelmente usou pela primeira 
vez na história da matemática. Diga-se de passagem, porém, que nas contribuições 
de Descartes à matemática não se nota nenhuma preocupação com enunciados 
e formalismos teóricos. Vale acrescentar ainda que tanto a moderna notação algébri- 
ca — o uso das letras x, y, z para indicar variáveis e a, b, c, ... para indicar constantes 
ou parámetros — como a notação exponencial para indicar poténcias foram introdu- 
zidas por Descartes na obra citada. 

Conceitos algébricos mais sutis, como, por exemplo, o de polinómio irredutível, 
«ó seriam estudados cerca dois séculos e meio depois, na esteira das transformações 
profundas pelas quais a álgebra passou na primeira metade do século XIX. 


2. CONSTRUÇÃO DO ANEL DE POLINÔMIOS 


No que segue, em todo este capítulo, indicaremos por A um anel de integrida- 
de infinito. Eventualmente esse anel pode ser um corpo infinito, caso em que será 
indicado por K. Os exemplos mais importantes de anéis de integridade infinitos 
obviamente são Z, Q, R ou C. 

Uma função f: A — A denomina-se função polinomial sobre A se existem ele- 
mentos ag 41, .. a, em A tais que, para todo x E A: 

$0) = ag + ax + 00 + + ax! 
Quando se escreve f(x) como acima, com os expoentes da variável em ordem 


crescente, a expressão do segundo membro será referida como uma forma padrão 
para a função polinomial. 
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Essa definição suscita desde logo a seguinte questão: pode uma função poli- 
nomial ter mais do que uma forma padrão? Ou seja, pode outra sequência, bo, by. 
by, .... b, de elementos de A, definir a mesma função polinomial f? Isso significaria 
a possibilidade de 

fix) = bg + bix + byè + + bs 
para todo x € A. Mostraremos que no presente caso (A anel de integridade infini- 
to) isso não é possível. Já levando em conta esse fato, poderemos nos permitir usar, 
desde logo, a expressão polinômio sobre A com o mesmo sentido de “função poli- 
nomial sobre A” De fato, a idéia de polinômio como uma expressão formal do tipo 
ag + ayx + a,x? + n + A,X! 
em que x é um símbolo que pode representar um elemento do anel ou não, pres- 
supõe a unicidade da seqüência ag, Oy, ..., Ap 

A adição de dois polinômios quaisquer, f e g, dados respectivamente por 
f(x) = ag + ax + ayè +... + a,x’ e g(x) = bo + bx + byè +... + by, naturalmen- 
te se enquadra no conceito de adição de funções cujo contradomínio é um anel: 
a soma f + g é definida por (f + gx) = fl) + gix) = (ay + bo) + (a, + bjx + 
+ (a, + box? +... Convém observar que, ao escrever a expressão final, já levamos em 
conta as propriedades operatórias de um anel. A expressão obtida para (f + gXx) 
mostra que f + g também é um polinômio sobre A. Isso posto, pode-se demonstrar 
que o par formado pelo conjunto dos polinômios sobre A e a adição assim introdu- 
zida é um grupo abeliano. Aqui apenas destacaremos que o elemento neutro é a 
função identicamente nula de A (que é uma função polinomial, chamada polinômio 
identicamente nulo, pois pode ser definida por 0 + 0 - x + 0-x? +... em que O 
indica o zero do anel A) e que o simétrico aditivo de um polinômio f, com forma 
padrão f(x) = ay + ax + ax? + m + a x,é o polinômio —f definido por (—f)(x) = 
=-a0+(-akx+ (cal +... + (ae. 

Para introduzir a multiplicacáo de dois polinómios quaisquer, f e g, obviamente 
vale também a observação anterior. Então, mantidas as notações do parágrafo an- 
terior, o produto fg é assim definido: 

(£9)00 = Flx)g(x) = agbo + (aob, + a,bo)x + (ayb, + a,b; + azb0)X? +... + la,b,)x"** 

Também aqui, para obter a expressáo fina! utilizamos as propriedades algébri- 
cas de A. Percebe-se, pela expressão obtida, que fg também é um polinômio sobre 
A, Por exemplo, se f(x) = 1 + 2x — 2x e g(x) = —x + 3X, então (£g)x) = 1-0 + 
+0-(-)+2:0x+[1-3+2-(-N+o-od+1.0+2:3+0-(-1) + 
+ (22 07 +[1-0+2-0+0-3 + (2-1) +0- 0x! + 2) 3) = =x + 
+ + 60 + 2xº — 6x5, 

Pode-se demonstrar (aqui apenas mencionaremos) que para a multiplicação de 
polinômios valem a associatividade e a comutatividade e que o polinômio definido 
por 1 + 0-x +0- + .. em que 0 e 1 indicam respectivamente o zero e a 
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unidade de A, é o elemento neutro dessa operação. Como, ademais, pode-se provar 
também que a multiplicação é distributiva em relação à adição, concluímos que o 
conjunto das funções polinomiais sobre um anel de integridade A, com a adição e 
a multiplicação definidas acima, é um anel comutativo com unidade. Esse anel será 
indicado por Abi, o que pressupõe naturalmente a variável indicada por x. 

Mas Alx] não é um corpo, como mostraremos, De fato, tomemos, por exemplo, 
o polinômio f(x) = x. Obviamente fix) não é o polinômio identicamente nulo. Se 
f(x) fosse inversível, existiria um polinômio g(x) = do + ax + OK? + + as, 
com a, + 0, tal que f(x) + g(x) = aox + ax? +... + apx"*!=1 (unidade do anel), 
para todo x E À. Assim, para x = O (zero do anel), teríamos o seguinte absurdo: 
0 = 1, Exibindo um polinômio não nulo de A[x] que não é inversível, fica provado 
que esse anel não é um corpo. 

Se a E A, o polinômio f definido por f(x) = a, para qualquer x E A, é chamado 
polinômio constante determinado por a. Se a + O é um elemento inversível de A, © po- 
linómio constante correspondente f é necessariamente inversível: seu inverso éo 
polinômio constante g definido por a”! pois, para todo x € A vale (fg) = tg = 
= qa”! =1 (unidade de A). Obviamente no caso de À ser um corpo, todos os polinômios 
constantes, exceto o polinômio nulo, são inversíveis, Surge então a pergunta: há outros 
polinômios inversíveis, além desses? Veremos, ao final da próxima seção, que não. 


Exercícios 


Nos exercícios deste capítulo, quando não se explicitar o universo dos coefi- 
cientes de polinômios ou equações envolvidas, fica subentendido que se trata 
de C (corpo dos complexos). 


1. Seja a função polinomial sobre Z, dada por f(x) = xa da 
Calcule £(0), K1) e HD. 


2. Seja p(x) =4,X" + ap-1X" 1 4... + ax + ag um polinômio e observe p= 
=a, +a- 1 + «+ 01 + do soma dos coeficientes do polinômio p(x). Qual 
a soma dos coeficientes do polinômio (4x? — 2% — 2x — 1% E Rix]? 


3. Dados os polinômios sobre Z: 
$00 =7 -2x + DÈ, g) =5 XIRA SE AMO = 2 3x t xl 
calcule (f + g}(x), (g — 10) e (h — $00. 


4. Dados os polinômios sobre Z: 
$009 =2 + 3x — 4,900) =7 + x, hix) = 2 OH 
calcule (fg) (x), (gh) 6) e (hf) Lo. 
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5. Supondo o polinômio sobre R dado por f(x) = (c — a — 1) + (b-c + 5)x + 
+ (a — b — 2)2 + (a — 1x inversível, determine a,b,c e f |. 


6. Prove que, se B é um subanel de A, então B[x] é um subanel de A[x]. 


7. Verifique se cada conjunto abaixo é um subanel de Z[x). 
A = {ap + ax +... + a,x" E Z[x] | ay € 27) 
B = {ag + a,x +... + apx” E ZIX] | a, = 0} 
C= {ag + a,x +... + a,x” E ZIX] | a + a = O} 
Algum deles é ideal em Z[x]? 


3. POLINÔMIOS IDÊNTICOS 


3.1 Na segiiência, precisaremos do fato de que, se u E A, vale a seguinte identidade 
em Alx]: 
lx Ieu + at uT? o) (1) 


para qualquer inteiro n > 0 e todo x E A. A verificação desse fato pode ser feita 
informalmente, efetuando-se a multiplicação indicada no segundo membro e simpli- 
ficando-se o resultado: 


e T+ tu +U eus THX? + tur Hu) 


y 


Seja f um polinômio não constante. Então f tem uma forma padrão do tipo 
fl)=ag+ax+ ax +. + ax coma, + 0, para algum r > 0. Logo, para qual- 
quer u € A, tem-se: 

fo) — Fu) = 0 (x— u) + al — u?) +. + ax — ul) 


Usando-se (1) em cada parcela do segundo membro e a distributividade da 
multiplicação em relação à adição, para pór (x — u) em evidência, obtém-se: 


fix) — flu) = 
(x — ula, +alxtutraté + ux + u?) + tag rui <= 
(x — ulla +au+..+au V+latau ++ au x H tax NE (x— god 
e daí: 
$0) = (x = glo + Hu) 
em que o fator q(x) que multiplica x — u também define um polinômio de A[x]. 
É importante observar que q(x) tem forma padrão do tipo: 
Fl) = ur ax? 

em que, por hipótese, a, + 0. 

Definição 1: Seja f um polinômio sobre A. Um elemento y E A é chamado 
raiz de f se f(u) = O (zero do anel). 


Ce 785 -E 


Exemplo 1: Consideremos o polinômio f € C[x] assim definido: f(x) = Lti 
Os números complexos ¡e —i são raizes de f, pois f{i) = (=) = 0. 

Exemplo 2: Seja a um elemento não nulo de um anel de integridade infinito A. 
Então o polinômio constante f definido por a, ou seja, o polinômio que admite a for- 
ma padrão f(x) = a, não tem nenhuma raiz, pois, para todo u € A, f(u) = a + O, 


Exemplo 3: Todos os elementos de um anel de integridade infinito A são raízes 
do polinômio identicamente nulo sobre esse anel. De fato, a imagem de todo ele- 
mento de A por esse polinômio é, por definição, o zero do anel. Logo, o polinômio 
identicamente nulo tem infinitas raízes — todos os elementos de A. 


Proposição 1: se u uma raiz de um polinômio não constante f E A[x]. Se 
f(x) = ay + ax + ax? +... + ax, coma, + 0, para todo x E A, então f(x) = 
(x — u)g(x), para algum polinômio q com uma forma padrão do seguinte tipo: q (x) = 
=.. tax, 


Demonstração: Como já vimos, f(x) = (x — u)gtx) + f(u), para algum q E Alx], 
com forma padrão do tipo q(x} = ... + a,x'” *,com a, + 0, qualquer que seja x E A. 
Mas, como u é raiz de f, então f(u) = O (zero de A) e, portanto, f(x) = (x — u)gbd, 
como queríamos mostrar. # 


Corolário: Seja f € A[x] assim definido: f(x) = ay + ax + apt. + ax, 
com a, + 0, Se U}, Uz: «e. Un SãO raízes de f, então: 
FO) = (x — Mx — Ud lx — UG LO 
em que q, é um polinômio de ALx] que admite uma forma padrão do tipo gx) = ~. + 
+ a,x" "™, para todo x € A. Ademais, qualquer outra eventual raiz de f é raiz de Gm: 


Demonstração: A rigor, deveriamos proceder por indução, mas pouparemos O 
estudante do formalismo desse método. Como u, é raiz de f, a proposição 1 garan- 
te que f(x) = (x — 4)q,(x), para algum q, E ALx], que admite forma padrão do ti- 
po qu(x) = ... + a,x"™', qualquer que seja x E A. Mas, como u, também é raiz de f, 
então f(u,) = (u, — 41)q,(u,) = O. Considerando que u, — u; + 0 e que estamos 
num anel de integridade, então q ,(4,) = O e, portanto, u, é raiz de q,. Sendo assim, 
podemos concluir, ainda com base na proposição 1, que q(x) = (x — u>) qalx), para 
algum q, € Alx], que admite forma padrão do tipo q,(x) = ... + ax! 2, para todo 
x E A, De onde: 


FO) = (e — ut — udg) 
Esse raciocínio, usado ainda com t3, Ua, ... «Um levará à conclusão proposta, ou 
seja, que 
Fx) = (x — ue — Ua) (x — Umam) 


para algum q,, € AL], que admite forma padrão do tipo q(x) =... + a,x” ™, pata 
todo x E A. 
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Agora, se v E A também é uma raiz de f, diferente das raizes consideradas, então: 
FM) = (v = uiy — u) (v — u)q,(v) = 0 


O fato de (v — u, Mv — u3) ... (v — u,) + O implica então, dado que A é anel 
de integridade, que q, (v) = O. Ou seja, v é raiz de Gm % 


Proposição 2: Seja f € A[x] um polinômio assim definido: fix) =a + ax + 
+ ax? +... + a,x", com a, + 0 (zero de A). Então f tem r raízes, no máximo, em A. 


Demonstração: No caso em que f não tem nenhuma raiz em A, a proposição 
é verdadeira, pois r > 0. Mas, se Uy, .... Un E A são raízes de f, então, devido ao co- 
rolário da proposição 1, f(x) = (x ~ u,). (x — u,,) q(x), para algum q E Alx], que 
admite uma forma padrão do seguinte tipo: q(x) = ... + a,x” 7 ”, para todo x E A. Ade- 
mais, qualquer outra raiz de f (se existisse) teria de ser raiz de q. Mas, sem = r, q 
será definido por q(x) = a, e, portanto, não tem nenhuma raiz em A, pois a, + 0 
(exemplo 2), Isso mostra que o número de raízes de f não pode ultrapassar r, como 
queríamos provar, 7# 


Exemplo 4: Se A = Z (inteiros), A = Q (racionais) ou A = R (reais), então um po- 
linômio sobre 4 pode ter um número de raízes menor que seu grau. Por exemplo, 
o polinômio f definido por f(x) = x? + 1 não tem nenhuma raiz em R e, portanto, 
nenhuma em Q nem em Z. Quanto a isso, o comportamento do corpo C é dife- 
rente, como veremos posteriormente. 

A esta altura temos condições de responder a uma questão importante: é possí- 
vel representar o polinômio identicamente nulo (que tem infinitas raízes — todos os 
elementos do anel A) por uma expressão polinomial, na forma padrão, em que nem 
todos os parâmetros sejam iguais a zero? A resposta é não, porque essa expressão 
poderia ser escrita como 

ag FAX + + a,x" 
com a, + 0 (zero do anel), e, portanto, teria no máximo r raízes (lembrar que, como 
foi visto no exemplo 3, o polinômio identicamente nulo tem infinitas raízes). 


Proposição 3 (princípio de identidade de polinômios): Sejam f e g polinômios 
de ALx], que admitem forma padrão do tipo f(x) = ag + ax + ... + ax e glx) = bo + 
+ bix + .. + box, para todo x € A. Então f = g se, e somente se, a, = b4, q) = by, ~. 

Demonstração: É imediato que, se a, = b,, a, = by... então f = g. Para demons- 
trar a recíproca, observemos primeiro que o polinômio f — 9 é definido assim: 

(£ — 90) = Ft) — 900 = (ag — bo) + la, — bx + la, — by) + 

Para todo x E A. Mas, devido à hipótese de que f e g são iguais, então, para todo 
U E A, vale a igualdade f(u) = g(u) e, portanto, (f — g)íu) = Hu) — glu) = 0 (zero de 
A). Ou seja, todo elemento de A é raiz de f — g, que, portanto, tem infinitas raízes. 
Logo, considerando-se a proposição anterior e o exemplo 3, f — g é o polinômio 
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identicamente nulo sobre A. Então a, — b4 = 4, — bz, = ...=0 e, portanto, a, = by, 
a, = by, ... como queríamos demonstrar. # 

A proposição 3 garante que num polinômio f, dado na forma padrão por f(x) = 
= do + 04X + ~ + ax", a seqüència Ao, 04. «.. A, está univocamente determinada. Os 
elementos dessa seqüência são chamados coeficientes de f. Em particular, se f não 
é o polinômio identicamente nulo, então, para algum índice m, com 0 = m = r, tem- 
se Am + O (zero do anel) € am + = a, = 0 (zero do anel). Neste caso, am é 
chamado coeficiente dominante de f. 


3.2 Grau 

Agora estamos em condições de definir o grau de um polinômio não nulo: é 
simplesmente o índice de seu coeficiente dominante. Adotada a notação à para 
indicar o grau, então, por exemplo, à (1 + x?) =2 e 915) = 0. Com isso, a proposição 
2 pode ser formulada em termos do grau da seguinte maneira: “Se o grau de um 
polinômio f sobre o anel de integridade infinito A é r, então o número de raízes de 
f em A é menor que ou igual a r”. 

É importante destacar, ainda, a seguinte propriedade: Se f e g são polinômios 
não nulos, então {f - 9) = 0(£) + 0(g). De fato, se os coeficiente dominantes de f 
e g são, respectivamente, a, e b, então f(x) =.. + a,x" e gl) =.. + b,x* e, portanto, 
a forma padrão de fg é do tipo 

1910) 

Como a,b, + 0,já que os fatores sáo elementos náo nulos do anel de integri- 
dade A, então 0(fg) = r + s=0(£) + o(g). 

Nesta altura temos condições de mostrar que A[x] também é um anel de inte- 
gridade. De fato, dados dois polinômios não identicamente nulos, f e g de coeficientes 
dominantes a, e b,, então o produto desses polinômios é dado, na forma padrão, por 

(foo) =. + abx" +F 

Como a,b, + 0, pois a, e b, são elementos não nulos do anel de integridade 

A, então fg também não é identicamente nulo. 


+ ab + 


Exemplo 5:Se f e g são polinômios sobre A de graus r e s, respectivamente, € 
se f + g não é identicamente nulo, então à (f + g) = max(a(f), 9(9)). Suponhamos 
que as formas padrões de f e g sejam, respectivamente, f(x) = ... + a,x' (a, + 0) 
e g(x) =.. + b,x‘ (b, + 0). Se r = s, então (f + gx) =... + (a, + b,)x',o que mos- 
tra que A(f + g) = a(f) = max{a (f), 91g)). (Notar que o caso à($ + g) < alf) 
ocorre quando a, + b, = 0.) Se r > s, então: 

f + gix) = + (a, + by + a, xt! ++ ap” 

Isso mostra que d(f + 9) = a(f) = max{ö(f), 0(9)). Analogamente se procede 

no caso em que s > r. 
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3.3 Imersão de A em Aix] 

Para encerrar esta seção, mostraremos que A é um subanel unitário de A[x] e 
em que termos se dá essa inclusão. A idéia é identificar cada polinômio constante 
com o elemento do anel A que o determina. Formalmente isso corresponde a in- 
troduzir a aplicação 

c:A = Alx] 
que associa a cada a E A o polinômio constante f,, dado por fa(x) = a, para todo 
x de A, e mostrar que o é um homormofismo injetor de anéis. De fato: 

+ ola + b)=f, , y, em que f, , y(x)=a + b, para todo x de A. Como, porém, 
Ya + Sb) = 4,00 + falx) =a + b, então fa y p(x) = (f, + fo) (x), para todo x de 
A e, portanto, fa + fp = fa. y.Logo: 

o(a +b) =f; , p= fa + fa = o(a) + o(b) 

* Analogamente se demonstra que: 

o(ab) = o(a)o(b) 

+ ar é injetora, pois, se a + b, então f, + fy já que, por exemplo, f,(1,)=a e 
Folla) = b. Portanto, o(a) + a(b). 

Então A é isomorfo à sua imagem g{A) em Alx] e, portanto, pode ser consi- 
derado um subanel de ALx]. É por esse ângulo que devemos interpretar a inclusão 
AC Alx] # 

Podemos mostrar agora que o conjunto dos polinômios inversiveis coincide com 
9 conjunto dos elementos inversiveis do anel A. De fato, se f E A[x] é inversível, 
então fg = 1, para um conveniente polinômio g sobre A. Daí: &(f) + alg) =4(1) =0, 
Logo, (f) = a(g) = 0 e, portanto, f e g são polinômios constantes inversíveis, o que 
significa, considerando-se a identificação proporcionada pela proposição anterior, 
que são elementos de A. Por outro lado, como já vimos, se c E A é inversivel, então 
o polinômio f determinado por c, isto é, o polinômio definido por f(x) = c, é inver- 
sível e seu inverso é o polinômio g definido por g(x) = c!. 


8. Determine o polinômio P(x) de grau 3 cujas raízes são 1, 2 e 3, sabendo que 


9. Seja f uma função real tal que f(x) = ax? + bx? + cx + d para todo x E R, 
em que a, b, c e d são números reais. Se f(x) = 0, para todo x do conjunto 
{L 2,3, 4, 5), calcule f(6). 
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10. Determine a, b e e de modo que a função f(x] =la T D— IX” TUVO TES 
— 7)x + (a + c) seja identicamente nula. 


11. Dadas as funções polinomiais f(x) = (a — 1h + bx + c e gix) = 20x) + 2bx — 
— c, qual é a condição para que se tenha f = g? 


12. Qual o valor de a — b para que o binômio 2x? + 17 seja idêntico à expressão 
pe + bP- (e — d+ a) coma>0eb=>0? 


13. Dados os polinômios f = X?, g =X +x 1, h=x + x? + e k=3x — 64 + 
+ 2x2, obtenha os números reais a, b, c de modo que se tenha k = af + bg + ch. 


14. Seja f E K09,f + O e ðf = 3, em que K é um corpo; se a, b e c são três elementos 
distintos de K, mostre que se podem determinar, de modo único, elementos p, q, 
resem K, tais que f =p + qle— a) + rix — a)lx — b) + s(x — a)(x — bilx— c). 


15. Discuta, em função de a,o grau do polinômio f(x) = (202+a -3è + (42 —1)x2 + 
+ (a+ 1x3. 


16. Sejam A um anel de integridade e f, g E Alx] tais que d(f + g)=5ea(f— 
— 9) = 2. Determine 0($g), (f? — 9) e af? + 9?) 


17. Sendo A um anel de integridade infinito e sabendo que f, g E A[x] são tais que 
af? = 8, 9(49) = 7, determine a(f — 9),08,09 e a(s + g}. 


18. Determine a condição para que um polinômio real ax? + bx + c seja um qua- 
drado perfeito. 


ax? + bx + c é um polinômio quadrado perfeito se existir px + q tal que ax? + bx + 
+ c=(px + q) entáo: ax? + bx + c=p?x* + 2pgx + g. 

Aplicando a proposição 3, temos: 

(Do = p% (i) b = 2pq: 0) c = q? 

Quadrando (Il), temos b? = 4p?g? (IM). 

Substituindo (1) e (Il) em (i), vem b? = 4(p?Xg?) = 4ac. 

Resposta: b? = 4ac. 

Essa condição também é suficiente. E 


19. Determine a condição para que o polinômio f = (ax + b)? + (cx + d}, em 
que a, b, c e d são reais e não nulos, seja um quadrado perfeito. 
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20. Determine a € K de modo que o polinômio ax? seja um quadrado perfeito 
em K[x], nos seguintes casos: 


a K=Q 
b) K=R 
Q K=C 


21. Mostre que não existe um polinômio f E R[x] tal que f*(x)= f0) f(x) =1+x +x. 


22. O coeficiente da maior potência de um polinômio P(x) do 3º grau é 1. Sabendo 
que P(1) = P(2) = 0 e P(3) = 30, calcule P(—1). 


23. a) Determine os polinômios f do 3? grau tais que f(x) — f(x —1) =x, para todo 
xER. 
b) Usando o resultado do item a, calcule em função de n a soma $ = 12 + 2? + 
A 


24. Mostre que, se K é um corpo infinito, então existem funções de K em K não 
polinomiais. 


Consideremos a aplicação f: K — K tal que f(0) = 1 e f(x) = 0, para todo x E K*. Como 
f admite infinitas raízes em K e f não é nula, então f não é polinomial, L 


25. Mostre que as funções trigonométricas seno e cosseno não são funções polinomiais. 
Sugestão: Verifique que senx = 0 e cosx = O têm infinitas raízes. 


4. DIVISIBILIDADE EM A[x] 
4,1 Divisão exata 


Dados f, g E A[x], diz-se que um polinômio f divide g se existe um polinômio 
h € Alx] tal que g = fh. Também se diz, neste caso, que f é divisor de g ou que 
9 é divisível por f. Para indicar essa relação usa-se a notação f | g. Se f não é divi- 
sor de g, isso é indicado por f 4 g. 

Convém observar que, se f | g, então g = fq e, portanto, a(g) = 9(f) + alq). 
Em particular à(f) = 4(g). 

Exemplo 6: Em R [x] o polinômio x — 1 divide o polinômio x? — 1, pois 

12 (x- 1(x+ 1) 


De modo geral, (x — u) | (x” — u”), devido à identidade demonstrada neste 
Capítulo, em 3.1. 


ME 


Exemplo 7: Em qualquer anel A[x] os polinômios constantes não nulos, definidos 
por elementos inversíveis de A, dividem todos os polinômios. De fato, qualquer 


(leo 


moft) f pertence ao anel dos polinômios a que pertence f, pois F pertence ao 
Ka 


que seja O polinômio f, se c é inversível em A, vale a igualdade f = € 


anel de coeficientes, a afirmação feita fica justificada. 
A relação de divisibilidade, definida acima, goza das seguintes propriedades: 


+ f | f (reflexiva). 

+ Se f | g e g | h, então f | h (transitiva). 

e Se f |g, € f | gz, então f |(g,h, + 92h), quaisquer que sejam os polinômios 
h eh» 

Demonstraremos a última dessas propriedades. Por hipótese, existem polinômios 
a, e q, tais que 9, = 19, e 9, = fg» Dal gih + g2h,=Sq;h, + faha = Fiqih, + 
+ q5h)) e, portanto, f | (gihy + 92h). 

Dessa última propriedade saem, como casos particulares, as seguintes pro- 
priedades: 


+ Se f | g; ef | 9z então f |(g: + 92). 

* Se f | g, então f | gh, qualquer que seja o polinômio h. 

Definição 2: Dois polinômios f, g E Alx] tais que f |g e g| f dizem-se associa- 
dos. Quando f e g são associados, diz-se também que g é associado de f, e vice-versa, 


Proposição 4: Seja f € ALx] um polinômio não nulo. Então um polinômio g € 
Alx] é associado de f se, e somente se, g = cf, para algum polinômio constante 
inversível c. 

Demonstração: 

(=) De fato, por hipótese, g = fh, e f = gh,, para convenientes polinômios 
hy ho € A[X]. Assim: 

9=glhiho) 
e dessa igualdade segue que h,h; = 14 e, desse modo, h, e h, são polinômios 
inversíveis e, portanto, constantes. 

(+) Como g = cf, então f | g. Mas, de g = cf, segue que (cg = f, pois c é 
inversível. Logo, g | f e, portanto, g e f são associados. 7# 

Os associados de um polinômio f e os polinômios inversíveis são chamados 
divisores triviais de f. 


4.2 Algoritmo euclidiano 


Observemos os polinômios reais (sobre R) 1 + x2e1 + x. Obviamente O 
primeiro não divide o segundo, já que tem grau maior que este. Mas o segundo 


Sm 


também não divide o primeiro. De fato, se dividisse, existiria um polinômio de grau 
1, digamos a + bx, tal que 1 + x2=(1+ xa +bx)=a+bx+ax+bx=a+ 
+ (a + b)x + bx? Pelo principio de identidade de polinómios: 

a=tla+b=0 e b=1 

Como obviamente isso é impossível, então 1 + x não divide 1 + x. 

Veremos, porém, que sob certas condições, é possível conseguir uma “divisão 
aproximada” de um polinômio por um outro — tal como acontece no anel Z. 

Proposição 5 (algoritmo euclidiano): Dados os polinômios f, g E Alx], com 
g + 0 e o coeficiente dominante de g inversível, então existem polinômios q e r tais 
que f = gq + r, em que ou r = 0 ou d(r) < à(g). Ademais, é único o par de poli- 
nómios (q, r) que cumpre as condições da proposição. 

Demonstração: 

(Existência) 

Para a demonstração suporemos f(x) = ay + a,x +... + ax e g(x) = by + 
bx+..+ bx” com m = 0 e bp + 0. 

Vamos por casos. 

{i} f = 0 (polinômio identicamente nulo), Neste caso, q = r = 0 cumprem as con- 
dições do enunciado, pois 0 = g -0 + 0. 

(ii) f + 0 e a(f) < a(g). Quando isso acontece, basta tomar q = 0 e r = f, uma 
vez que f = g -0 + f e, por hipótese, o(f) < o(g). 

(iii) f + 0 e (f) = a(g). Neste caso, procede-se por indução {segundo principio) 
sobre o grau de f. 

+ Provemos para {f} = 0. Quando isso acontece, à(g) = 0, devido à hipótese. 
Neste caso, portanto, f e g são polinômios constantes não nulos: f(x) = ay e g(x) = by 
€ by é inversível, por hipótese. A divisão recai em A, em que é possível e exata: o quo- 
ciente é q = bg 'ag e o resto r = 0. De fato, ay = bolbo 'ao) + 0. 

* Suponhamos agora que 9(f) =n > 0 e que o teorema seja verdadeiro para 
todo polinômio de grau menorr,0 =r < n. 

* Consideremos o polinômio f, definido da seguinte maneira: 

FOD = F) — aba x" Mal) (2) 

Se f, = 0 ou a(f4) < d(g) então q = a,b, 'x” "er= f (para ver isso bas- 
ta isolar f(x) no primeiro membro). 

Caso contrário tem-se 0(£,) = a(g) e 9(f)) < n, pois o coeficiente dominante 
de f é igual ao do polinômio expresso por a,b,,"1x"" "g(x). Portanto, devido à 
hipótese de indução, existem polinômios q er, tais que 


£100 = 96096) + r(x), com r, = 0 ou o(r) = a(g) 3) 
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De (2) e (3) segue que 
FO) — aba XT T gb) = gl0qbo + ndo 
e, portanto: 
$0) = apb X? "ghd + 9009160 + rbd. 
ou 
f(x) = [yd 1? 774001900 + nb) 
em quer, = 0 ou atr) < alg). 

isso demonstra existência (notar que q(x) = apbm x° 7 "+ q(x). # 

(Unicidade) 

Vamos supor que se pudesse ter f = gq + r=94, + ry com alr) < à(g), se 
r%0,e a(r) < 0(g), ser, + O. Então g(q — qi) =", — r- Como Alx] é um anet de 
integridade, então r, — r = 0 se, e somente se, q — qı = O (pois g + 0). 

Suponhamos que r, — r + O,isto é, r + r,, e, portanto, que q + q Então tem 

| sentido falar no grau der, — re no de q ~ q,e 
algia — q) =0(9) + alq- qu) =4(4r,- 1) 

Logo, d(r, — 1) = a(g). Mas isso leva sempre a um absurdo. De fato, as possibilidades 
para à(r, — r) são as seguintes: (a) a(r; — 1) = 0(r,), se r = 0, e se teria atr) = alg), 
o que é impossível; (b) d(r, — r) = a(r), se rı = 0, e neste caso se teria à(r) = (g), o 
que também não pode ocorrer; (c) d(r, — 1) = máximo (ot) 00), se rnr + 0,e 
neste caso se concluiria que máximo {ð (r,), a(r)} = 619), o que também é impossível. 

Logo, r, = r e, por conseguinte, q = q;. % 

Corolário: Seja K um corpo e consideremos f,9 E K[x], com g + 0. Então exis- 
tem polinômios q e r tais que f = 99 + r,em que our =0 ou a(r) < 9(g). Ademais, 
é único o par de polinômios (q, r) que cumpre essas condições. 

Demonstração: É só observar que, como K é um corpo, o coeficiente dominan- 
te de g é necessariamente inversível, # 

No algoritmo euclidiano, os polinômios dados, fe g, e os polinômios q e r, cuja 
existência e unicidade acabamos de demonstrar, são chamados, respectivamente, 
dividendo, divisor, quociente e resto da divisão de f por g. 

Exemplo 8: Determinemos o quociente e o resto na divisão euclidiana de f(x) = 
=x? — 1 por g(x) = x + 3, ambos em Z [x]. 

Como o coeficiente dominante de g é 1, elemento inversível de Z, então a di- 
visão é possível em Z [x]. 

Adotemos o seguinte dispositivo: 

+40 +0xX=1 |x+3 
3-32 sl 


-32 +0x—1 
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O polinômio f(x) = —3x? — 1 é o primeiro resto parcial, uma vez que seu grau 
ainda é maior que o de g. Aplicar a hipótese de indução a f, com relação a g signi- 
fica, na prática, repetir o procedimento usado na etapa anterior. Vejamos: 


X + 0x4 0x1 x+3 


= — 3 x —-3x+9 
-32 +0x — 1 
3x? + 9x 
9x —1 
-9x -27 
-28 


Łogo, o quociente neste caso é q=9-3x+x eo resto ér = —28. 


Exer: 


os 


26. Dividindo o polinômio f por x” — 3x + 5, obtemos quociente x? + 1 e resto 
3x — 5. Determine f. 


$=(0+1)00-3x+5) +(3x— 5) = (xº— 324 6x2- 3x+5)+(3x—5)=x*- 383 + 6x2 
Resposta; f =x! — 3x) + 6x2, L 


l Por definição de divisão, temos: f = gg + r. Então: 


27. Dados os polinômios P(x) de grau m e S(x) de grau n(n < m), o resto da divisão 
de P(x) por S(x) tem grau p. Determine os possíveis valores de p. 


28. Numa divisão de polinômios em que o dividendo é de grau peo quociente 
de grau q, qual é o grau máximo que o resto pode ter? 


29. Efetue a divisão de f =x* + ax + b por g = X + 2x — 6. Qual é a condição 
= que a divisão seja exata? 


oro o conhecido método da chave, temos: 
at 3 


o a b | 2 é 
1 
-1 0+3 b Era 
1 1 =3 


o+4 b-3 
€ o resto é nulo para a = —4 e b = 3. 
1 


Resposta: q = 7x — 3 er=(a 1 4x + (b - 3). 


Para divisão exata: a = -4e b = 3. . 


E 25 E) 


30. Sem efetuar a divisão, determine a e b de modo que o polinômio f = (x + 2» 

+ (x — 13 + 30x + b seja divisível por g = (x — 22. 
| resolução | 

Desenvolvendo as potências, obtemos: 
f=2x? + 3x2 + (15 + 3a)x + (7 4 b) 
g=x -4x44 
Fazendo q = cx + d (pois 0q =0f - äg = 1) e lembrando que f = qg (pois f é divisi- 
vel por g), temos, para todo x: 
Dê H 3x? +(15 | 3a)x 1 (7 + b) = {cx + dx — 4x +4) = 
=e +d- 4c) + {4c — 4d)x + 4d 
Portanto: 
2=c 
3=d-4 = d=4+3=8+3=11 
15 + 3a=4c - 4d => 15 + 3a =8 - 44 > 3a=-51>a=-17 
74 b=4d => 7+b=4 => b=37 
Resposta: a = -17 e b=37. ”m 


31. Determine os reais a e b de modo que o polinômio f =x! — 3ax* + (2a — bp? + 
+ 2bx + (a + 3b) seja divisível por g = x? — 3x + 4. 


32. Dividindo (xX? — 4x? + 7x — 3) por um certo polinômio p(x), obtemos o quo- 
ciente (x — 1) e o resto (2x — 1). Determine p(x). 


33. Quais são o quociente e o resto da divisão de P(x) =xº + x? + 1 por D(x) = 
=0-x+1 


34. O polinômio ax? + bx? + cx + d é o quociente da divisão (que é exata) de 
Č = — 340 + 34 + 225x — 225 por x? — 4x + 3. Determine |a + b + 
+c+ dl. 


35. O polinômio real p(x) = ax” + bx + cx? + dx? + ex + f é divisível por 
9160 = -2 +1 5x e por ga(x) = x? — x — 2. Quantas são as raízes reais de p(x)? 


36. Para que valores de m o resto da di 
P (x) = 2x? — x + 1 independe de x? 


ão de P,(x) = 4x) — 3x? + mx + 1 por 


37. Sejam Q o quociente e R o resto da divisão de um polinômio A por um polinômio 
B. Dê o quociente e o resto da divisão de A por 2B. 
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38. Demonstre que, se f e g são polinômios divisíveis por h, então o resto r da 
divisão de f por g também é divisível por h, 
Seja q, o quociente de f por h: f = q,h. 
Seja q, o quociente de g por h: g = qh. 
Sejam q o quaciente e r o resto da divisão de f por g: f = qg +r. 
Temos, então, r = f — qg = qh — q9zh = (q, — qqa)h e, portanto, r é divisível por h. y 


39. Mostre que, se f e g são polinômios divisíveis pelo polinômio h, então o mesmo 
ocorre com f + 9, f — g e fg. 


Exe: Complementar 


€1. Para quais valores do natural n o polinômio f =1 — x” + x?" — x” +x” é 
divisível pelo polinômio g = 1 — x + xX — X + x!? 


5. SOBRE RAÍZES 


5.1 O teorema do resto 

Inicialmente generalizaremos o conceito de raiz de um polinômio dado na de- 
finição 1. 

Definição 3: Seja f um polinômio sobre A definido por f(x) = ay + ax + .. 
+ a,x". Suponhamos ainda que A é um subanel unitário de um anel de integrida- 
de £. Um elemento u € Ł é chamado raiz de f se f(u) = ay + aqu +..+au'=0 
(zero de L — aliás, o mesmo de A). 

Neste caso, diz-se também que u é raiz da equação f(x) = 0. 

Exemplo 9: As raízes do polinômio racional (coeficientes racionais) f(x) = xº — 3 
são os números reais 3 e —v3. 

Proposição 6 (teorema do resto): Seja f um polinômio sobre A, de grau = 1. 
Se A é um subanel unitário do anel de integridade L e u é um elemento de L, então 
O resto da divisão de f(x) por (x — u) em Lix] é f(u). 

Demonstração: Se o quociente e o resto na divisão de f por x — u em L[x] são, 
respectivamente, q e r, então: 

FO) = (x — ulglx) + ro) (4) 

em que 9(r) < a(x — u) = 1,se r + O. Portanto, se r + 0, então à(r) = 0, ou seja, r é 
constante, 

Mas, substituindo-se a variável em (4) por u: 

f(u) = (u — ugtu) + r(u) = r(u) 

E, como r é um polinômio constante, então r(u) = r. De onde, r = f(u), como 

Queríamos provar, 4% 
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Convém observar que na proposição anterior o quociente q pode ser um ele- 
mento de £[x] e que seu grau é uma unidade a menos que o do divisor f. De fato, 
como r = 0 ou 3(r) = 0, então s(f)=atix— dg)=ox—wW + dlg)=1+ 0(9)e, 
portanto, d(q) = 9($) — 1. Ademais, f e q têm o mesmo coeficiente dominante. Para 
tirar essa conclusão, basta observar que, pelo princípio de identidade de polinó- 
mios, o coeficiente dominante de f é igual ao produto do coeficiente dominante 
de (x — u), que é 1, pelo coeficiente dominante de q, uma vez que r é constante. 


Corolário: Seja f um polinômio sobre A, de grau = 1.Se A é um subanel uni- 
tário do anel de integridade £ e u é um elemento de L, então (x — u) | f (em L[x]) 
se, e somente se, f(u) = 0, 

Demonstração: 

(—) Se (x — u) | f, então o resto da divisão de f por (x — u) é 0. Mas esse resto, 
pela proposição, é f(u). Logo f(u) = 0. 

(+) Como f (u) é o resto da divisão de f por (x — u) e f (u) = 0, por hipótese, 
então (x — u) | f. # 

Exemplo 10: Se n é um número inteiro positivo ímpar, então x” + 1 é divisível 
por x + 1. De fato, (-1)” + 1=(-1) + 1=0, 

A determinação do quociente e o resto da divisão de um polinômio f de 
grau = 1 por um polinômio de grau 1 do tipo ax — b, com a + 0 e inversível em A, 
pode ser feita, no corpo das frações de A, a partir da divisão de f por um convenien- 
te polinômio do tipo x — u. De fato, se K é o corpo das frações de A, o algoritmo 


euclidiano aplicado em K[x] a f (dividendo) e x — é (divisor) leva a 


b b 
+09 = x= ¿Jato + s(2) 
Multiplicando-se o primeiro fator da primeira parcela do segundo membro por a 
e o segundo por 1 + obtém-se: 
1 b 
FO) = (ax — o(a) qu) + de) 
Portanto, devido à unicidade garantida pelo algoritmo, o quociente nessa divisão 
é o produto de 2 pelo quociente da divisão de f por x — E e o resto é o mesmo, 
Exemplo 11: O resto da divisão de f(x) =»* — 2x? — 3 por 2x + 1 é f(-1/2) = 
=(-12)-2-122-3 = —1/8 — 1/2 — 3 = —29/8. 


Proposição 7: Seja f um polinômio sobre A. Se L é um anel de integridade do 
qual A é um subanel unitário e u}, U>,- U, E L são raízes distintas de f, então existe 
um polinômio q E L[x] de grau n — r tal que 


FO) = (x — uy). lx — u, Jai) 
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Demonstração: Deixaremos de fazê-la, considerando que o raciocínio é análo- 
go ao que foi usado na demonstração do corolário da proposição 1. # 


5.2 O algoritmo de Briot-Ruffini 


O algoritmo a ser estudado aqui é um dispositivo prático para efetuar a divisão 
de um polinômio f de grau n = 1 por um polinômio do tipo x — u. Para facilitar, 
representaremos f(x) na forma 

fod=ax + ax?) + ax? + a x+a, (o a +0) 
em vez de usar a forma padrão, Usaremos também uma representação semelhante 
para o quociente 
qX) = bx! Hb + + bp aX + bp, 

Assim, se o resto for indicado por r, tem-se a seguinte igualdade: 
atras "rar + ra ax + a, = (x ud” eb ++ 
+ dp Or = box” + (b, cube + (ba; —ub, ox + 
+ (r—ub,- 1) 

Pelo princípio de identidade de polinômios: 
by = do, b; — ubo = a; (-. b, = ubo + 47)... boo — Ub, -23 Mp1 (0. bp 1= 
=Ub, 2+a, Yer—ub,_,=a,(0.r=ub,_; +a) 

Isso posto, o quociente e o resto podem ser obtidos mediante o dispositivo 
abaixo, em que o primeiro elemento da terceira linha é ay e os demais são as 
somas dos elementos correspondentes da primeira linha com o produto de u pelo 
elemento da terceira linha e coluna anterior. 


do a a, w dj à a, u 
uba ub, HA Ub, -2 ubp; 
%=by ubb +a =b, ubi +a =b, . Ub, ,+0,_,=0, 1 | uba: + a r 


Exemplo 12: A divisão de x* — 1 porx -— 2 pode ser efetuada assim: 


1 o o o -1 [2 
1 2 4 8 15=r | 


Portanto, o quociente é dado por qu) =X + 2e + 4x + 8,e o resto ér = 15. 


40. Qual é o quociente da divisão de 2x* — 5x3 — 10x — 1 por x — 3? 


41. Qual é o resto da divisão de xê + x? + x? +x + 1 porx +1? 
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42. Determine a, a € R, de modo que o polinômio f = axé + (2a — 1)x? + (3a — 2x + 
+ 4a seja divisível porg=x— 1 e,em seguida, obtenha o quociente da divisão. 


43. Resolva, em C, a equação x? — 5x? — 10x — 6 = 0, sabendo que duas de suas 
raízes são — 1 e 3. 


Resolução 

Vamos dividir Pb) = x* — 5x? — 10x — 6 por (x + 1)(x — 3): 
1 0 3 10 -6 j 
1 3 ed -6 o 3 
1 2 2 | o 


Temos que P(x) = (x + (x — 3)(x? + 2x + 2); portanto, as demais 
raízes vêm de x? + 2x + 2=0,istoé,x= —1 ti 
Resposta: S = (-1,3, -1 +i, -1 ~i}. C] 


44. O polinômio P(x) = x5 — xf — 13x? + 13x? + 36x — 36 é tal que P(1) = 0. 
Quais as outras raízes de P(x)? 


45. Determine p e q reais de modo que f = x? + (p — q)x + 2peg =X? + (p +q) 
sejam ambos divisíveis por 2 — x. 


46. Na divisão do polinômio 5x? + ax? + bx? + 3x + 1 por x — 2, encontrou-se 
o quociente 5x! + cx? + dx? + ex + 115. Determine o resto. 


47. Determine o polinômio f do segundo grau que, dividido por x,x — 1 ex — 2, 
apresenta restos 4, 9 e 18, respectivamente. 


Seja f = ax? + bx + c. Temos: 
0) =a:00+b-0+c=4=>c=4 () 
f()=a- 1 +b-14c=9>a+b+c=9 (11) 
f(2)=a-:2+b-2+c=18=>4a + 2b + c=18 (III) 
Substituindo-se (l) em (Il) e (Ili) resulta o sistema: 
a+b=5 
p +2b=14 
que, resolvido por adição, dá a = 2 e b = 3. 
Resposta: f = 2x? + 3x + 4. 1] 


48. Determine o polinômio do 3º grau que se anula para x= 1 e que, dividido por 
x+1,x— 2ex + 2, dá restos iguais a 6. 
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49. Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente q e o resto r da divisão de f = 
x -x+x—1porg=(x— 2)(x — 3). 
Sejam q, o quociente e r, o resto da divisão de f por x - 2: 
Ff=qe-2+n (0 
Sejam q, o quociente e r o resto da divisão de q, por x — 3: 
H=9%—-3) +n M 
Substituindo (li) em (1), vem: 
F=Igtix— 3) + nx Drn=qix—2x 3) + nix- 2) +1) 
Assim, q, é O quociente procurado e rix — 2) + r, é o resto procurado. 
Apliquemos Briot-Ruffini duas vezes: 


f >) -1 1 -1 2 > 1 ES) 
qo! 1 3 | os a>1 afis | 
Es ado 
n n 
9=q=x+4 
r=r -23 +1 =15%-— 2) + 5 =15x — 25 
Resposta: q=x +4 e r=15x— 25. | 


50. Sendo 8 e 6 os restos respectivos da divisão de um polinômio P(x) por (x — 5) 
e (x — 3), determine o resto da divisão de P(x) pelo produto (x — 5)(x — 3). 


51, Qual é o coeficiente de x? no polinômio P(x) do terceiro grau que se anula pa- 
ra x= —1 e dividido separadamente por x — 1,x + 2 ex + 3 deixa sempre 
resto 10? 


52. É dado o polinômio fix) = (a — 1xé + (a + 1)x? + (a? — 1)xº — (2a + Nx + 12. 

a) Determine a de modo que o quociente da divisão de f por g(x) =X + 1 
seja do 3º grau. 

b) Para esse valor de a, calcule o quociente e o resto da divisão de f por g. 


53, Determine o resto e o quociente da divisão de f =x? — a” por g =x — a. 
r=fíla=0"-a=0 
Aplicando Briot-Ruffini, temos: 


n=1 zeros 


1 0 o 0 0 -ar la 
Noa aaa al 
vagas 
r 
Respostar=0eq=x""] + ox"? + ax > + tor. E 
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54. Determine o resto e o quociente da divisão de f = x” + a” por g =x — a. 
r= f(a) =a" + a” = 2a” 
Aplicando Briot-Ruffini, temos: 


n 1 zemos 
— 
O 4055 000 = O ar |a 
1 a a? a E | 207 | 
Fraga 
r 
Respostair=20"eg=x""!+axº 2+a!x 3 +.tar a 


55. Determine os restos e os quocientes das divisões de f por g nos seguintes casos: 


a) f =x- 81eg=x+3 e) f=xX-1eg=x-1 
bf=x+8leg=x- 3 Di=é+teg=x+1 
O) f=+32eg=x-2 g) f =x + 243eg=x-3 
d) f =x- 32eg=x+2 h) f =x +243eg=x+3 


56. Transforme xº — aí num produto de dois polinômios. 


57. A divisão de (x%% — 1) por (x — 1) tem resto R(x) e quociente Q(x). Qual o 
valor de R(x) e qual o valor de Qtx) para x = 0? 


58. Para quais valores de n o polinômio x?” — a?” é divisível por x? — a?? 
59. Qual o quociente da divisão de 4x! + 6x) — 7X + 8x — 7 por 2x + 3? 
60. Qual é o resto da divisão de f = + 1 por g = 2x — 4? 


61. Prove que, se um polinômio f E A[x] é divisível separadamente por x — a e 
por x — b, coma E A e b E A e a + b, então f é divisível por (x — a)(x — b). 
Seja q o quociente da divisão de f por (x — a) {x — b). O resto dessa divisão é r = mx +n, 
pois a(r) < 2 ou r = 0. Temos: f = (x atx— bg + (mx + n) 

Como f é divisível por x - a, vem: f(a) = (a — ajía — bì}ąla) + (ma + n)=0 (1) 
e, sendo f divisível por x — b, vem: f(b) = (b — a)tb — b)q(b) + (mb + n)=0 (2) 
Resolvendo o sistema (lembrar que A é anel de integridade): 

ma tn=0 (1) 
¡e 4n=0 (2) 
nas incógnitas m e n, obtemos m = n = 0 e, assim, r = 0, g 


San €) 


62. Prove que (x — 27” + (x — 1) — 1 é divisível por x? — 3x + 2. 


63. Determine a e b em R de modo que o polinômio f = x? + 2x? + (2a — b)x + 
+ (a + b) seja divisível por g = x? — x. 


64, Quais os valores de a e de b para que o polinômio x? + ax + b seja divisível 
por (x — 1}??? 


65. Prove que nx" "1 (n + 1)x” + 1 é divisível por (x — 1)2. 


66. Determine os números reais a e b e o maior inteiro m tais que o polinômio 
x= ax? + bx? — bx? + 2x — 1 seja divisível por (x — 1)”. 


67. Determine o quociente e o resto da divisão de f = x? — 5x2 + 8x — 4 por 
g=(x-— Dx — 4). 


"| Resolução 


Vamos dividir f sucessivamente por x — 1 e 2x — 4=2(x— 2): 


f => 5 8 4 | 1 n>1 -4 4 |2 
qn 4 4 | 0] 2w>1 -2 | o | 
ñ h 
1 1 E 
q=Ô= 2 w ge pa x — 1 (ver exercício 49) 
r=ráx= 1) + 5 =0(x — 1) + 0 = 0 (ver exercício 49) 
Resposta: q = B 


68. Um polinômio f, dividido por x + 2 e x? + 4, dá restos 0e x + 1, respectiva- 
mente. Qual é o resto da divisão de f por (x + 2)xº + 4)? 


Exercícios complementares 


C2. Efetue a divisão euclidiana de f = x” — 1 por g =x? — 1. Qual deve ser a 
relação entre n e p para que f seja divisível por g? 


C3. No polinômio f = nx" '? — {n + 2)xº* + (n + 2)x — n faz-se a mudança de 
variável x= y + 1. Determine o polinômio em y. Qual é uma raiz (óbvia) desse 
polinômio? E do polinômio em x? 


5.3 Raízes múltiplas 


Dado um polinômio f(x) = ag + ax + a; +... + ax” E Alx], denomina-se 
derivada formal de f, e indica-se por f; o seguinte polinômio sobre A: 


FO) =a, + (2 ax Bat n + (n ax 
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Obviamente a derivada de um polinômio constante é o polinômio nulo e a deri- 
vada de um polinômio de grau n = 1 é um polinômio de grau no máximo n — 1. 
Dessa definição decorrem as seguintes propriedades, aqui apenas citadas: 

a) Se f(x) e g(x) são polinômios e h(x) = f(x) + gix), então hO) = Fx) + g'i). 
b) Se f(x) e g(x) são polinômios e htx) = f(x) - g(x), então h'(x) = FL)ghd + 
ohx). 

(c) Se f(x) é um polinômio e g(x) = [f (x)]”, em que n é um inteiro estritamente 
positivo, então g'() = n + LE) IF). 

Sejam f um polinômio sobre A e u um elemento de A. Suponhamos que u seja 
uma raiz de f. Então, como já vimos, f é divisível por x — u ẹ, se q é O quociente, 
então f(x) = (x — 1) qu(x). Nessas condições, se u não é raiz de q}, dizemos que u é 
uma raiz simples de f(x). Mas pode ocorrer de u ser raiz de qı, € nesse caso existe 
um polinômio q, tal que q,(x) = (x — u)g,Lo) e, portanto, f(x) = (x — UP qx). Seu 
não é raiz de q, diz-se que u é uma raiz dupla de f(x). E assim por diante. 

Definição 4: Sejam f um polinômio sobre A e u um elemento de A. Se existe 
um número natural positivo r tal que 

fix) =(x— uq) 
em que q, é um polinômio com coeficientes em A e u não é raiz de q,, então se 
diz que u é uma raiz de multiplicidade r de f(x). Se r > 1, diz-se que u é uma raiz 
múltipla de f(x). 

Proposição 8: Seja f um polinômio sobre A e u E A uma raiz de f., Para que 
u E A seja raiz múltipla de f, é necessário e suficiente que u seja uma raiz de f. 

(=) Sendo u uma raiz múltipla de f, então existe q, em Alx] tal que 

Fo) = (x = uY + q200 

Por derivação: 

FO) = 2(x — ugal) + 9700) + (x — uy? 

Portanto, f'(u) = 0. 

(=) Por hipótese, f'(u) = 0. Suponhamos, por absurdo, que u fosse raiz sim- 
ples de f. Então: 

fo) = x = 4) gh) 
para um certo q E A[x] tal que g(u) + O. Mas a derivada de f é dada por 
FO) = qix) + (x— u) gt) 
Para x = u: 
Fu) = q(u) + (u — u) - g'(u) = q(u) 
o que é absurdo, pois f(u)= 0 e glu) + 0. # 

Exemplo 13: O polinômio real f(x) = 1 + x + x? não tem raizes múltiplas. De fa- 

to, f(x) =1 + 2x, cuja única raiz é —1/2. Mas H-1D=1—1/2-1/4= 
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Exemplo 14: Seja K um corpo infinito de característica O. Então, qualquer que 
seja n > 0, f(x) = —1 + x” não tem raizes múltiplas. De fato, neste caso, f'(x) = 
=n-x"7 * cuja única raiz é O (zero do corpo K). Mas f(0) = —1 + 0. 

Porém, se a característica de K fosse n (e, portanto, n seria um número primo), 
então 1 (unidade de A) seria raiz de f(x) = —1 + x" e de f; pois, neste caso, f'(1) = 
=n 1 = 0. Logo, seria raiz múltipla, 


69. Determine todas as raizes e respectivas multiplicidades dos polinômios de C Lx]: 
a) fix) = 3(x + Qu + 1) 
5 900 = 702x — 3}(x + Mx — 5) 
) h(x) = 40x — 10)7{2x — 3) = 4(x — 10){x — 1) 
d) pix) = (x? + x + 7x — 145 


70. Qual é o grau de um polinômio P(x) cujas raízes são 3,2, - 1, com multiplicida- 
des 7,6 e 10, respectivamente? 
Pix) = k(x — 3 lx - 2)%x + 1) emquekE Cek to 
Resposta: grau 23, = 


71. Forme o polinômio cujas raízes são 2, —3, 1 + ¡e 1 — i, com multiplicidade 1. 
72. Qual é a multiplicidade da raiz 1 do polinômio xº — x? — 3x? + 5x — 2? 


73. Quais são os valores de a e b para que o polinômio x! + (3a — b)x? + (2b — 
= 4)x2 + (ab + 4)x + a + b tenha uma raiz dupla igual a zero? 


74. Qual deve ser o valor de m para que o polinômio x? — (4 + m)? + (4 + 4m)x — 
— 4m admita o número 2 como raiz dupla? 


75. Se m é raiz dupla da equação x? — 75x + 250 = 0 en = —2m é a outra raiz, 
ache men. 


A equação dada é redutível à forma (x — m}?(x + 2m) = 0; isto é, desenvolvendo: 

xX? — 3m?x + 2m? =0 

Portanto, devemos ter; 

3m? = 75 e 2m* = 250, e isso acarreta m = 5 e n = —10. 

Resposta:m =5 e n=—10. ” 
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76. Mostre que os seguintes polinômios em C [x] não têm raízes múltiplas: 


fo)= t+ x 
gx) == 5x +1 
Al) =x 1 


5.4 Raízes racionais de um polinômio de Z [x] 


Consideremos um polinômio f{x) = ag + ax + ax? + ... + a,x”? com coeficentes 
inteiros, ou seja, Ap, Gy, ... A, E Z. A seguinte proposição é útil em muitas situações. 


Proposição 9: Mantida a notação das considerações anteriores, se um número 

racional u = L representado na forma irredutível (isto é, mdc(r, s} = 1), é raiz de f, 
s 

então r | ag € $ | ap 

Demonstração: Como f(u) = 0, então: 

ao + z $ Lp Tata ry 0 
pe: GT sm... =| = 
o 4 s 2 $ ais 
Multiplicando-se ambos os membros por s": 
ag” + ars U+ ars? + a) 17 5 + ar” =0 (5) 

Pondo s em evidéncia na soma dos primeiros n termos do primeiro membro 

e passando para o segundo o último termo, temos: 
sta] + ars 24. ..+4, 171) =—apr" 

Isso mostra que s | a,r”. Como s é primo com r” (pois é primo com s, por 
hipótese), então s | a,. 

A demonstração de que r | ay segue a mesma idéia: colocar r em evidência na 
soma dos n últimos termos de (5), passar ags” para o segundo membro e depois 
usar o fato de que, se um número inteiro divide um produto de dois fatores e é pri- 
mo com um deles, então esse número divide o outro. # 

Note-se que a recíproca dessa proposição não é verdadeira. De fato, tomando 

1 LA 
u=ze f(x) = 1 + 3x?, por exemplo, vemos que 1 |1, 3 |3 e, no entanto, anão é 
raiz de f. 

Corolário1: Se um número inteiro r é raiz do polinômio f(x) = ay + ax + 


+ a,x? + + a,x” E Z [x] então r é um divisor de ap. 
Corolário2: Se f(x) = ay + ax + ax +... + x° E Z[x], então as eventuais 
raízes racionais de f são números inteiros divisores de ay. 


E E LENA A 
De fato, se o número racional u = y É raiz de f, entáo s |1 e, portanto, s = 11. 
r usd 
Logo, GS tre, portanto, pertence a Z. Pela proposição, r divide a, e, portanto, o 


mesmo acontece com —r. De onde, u | ay. # 
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Exemplo 15: O polinômio f € ZLx] definido por f(x) = 2 + x + x? não tem 
raízes racionais. De fato, se as tivesse, elas seriam números inteiros divisores de 2. 
Mas esses divisores são +1, +2, Como f(1) = 4, f{(—1) = 2, f(2) = 8 e f(~2) = 4, 
então efetivamente f não tem raizes reais. 


Exemplo 16: Pode-se provar, por exemplo, que v2 é um número irracional usan- 
do-se o critério dado pela proposição. De fato, y 2 evidentemente é raiz do poli- 
nômio f(x) =x? — 2=—2 + x?, Mas, se f tivesse uma raiz u € Q, então essa raiz 
seria um inteiro divisor de —2. Logo, u = +2, 11. Mas nenhum desses números é 
raiz de f, como é fácil comprovar, Se f não tem raízes racionais e vz é raiz de f, 
então y 2 é irracional. 

Da mesma maneira se demonstra que , p é irracional, qualquer que seja o nú- 
mero primo positivo p, 


77. Quais são as raízes inteiras da equação P(x) = x? — 9x? + 22x — 24 = 0? 
Lembremos que resolver a equação P(x) = O significa encontrar as raízes de P(x). 
Como o coeficiente de x? é 1, as possíveis raízes inteiras da equação são os divisores de 
—24, isto é: 

1,-1,2, 2,3,-3,4,-4,6, -6,8, -8,12,-12,24,-24 
Calculando o valor de P nesses números, temos: 
P(1) + 0, P(—1) + 0, P(2) + 0, P(-2) + 0,P(3) + 0, P(—3) £0,P(4) + 0, P(—4) + 0 


Mas P(6) = 0. 
Dividindo P porx — 6 1 -9 22 24 | 6 
Peci a Tool 
recaímos na equação x? — 3x + 4 = 0, cujas raízes são complexas e não inteiras. 
Resposta: 6. C] 


78. Quais as possíveis raízes inteiras da equação x? + 4x? + 2x — 4=0? 
79, Quais as raízes da equação 3x) — 13x? + 13x — 3=07 
80. Resolva a equação 15x) + 7x? — 7x +1=0, 


81. Resolva a equação 5x? — 37x? + 90x — 72 = 0, sabendo que admite raizes 
inteiras. 
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82. Resolva a equação 2x! — 5x) — 2x? — 4x + 3 =0. 


Resolução 


Vamos inicialmente pesquisar raízes racionais da equação. Se A é raiz, então p E (1, 
-1,3,-3)eq € {1,2}. 


Portanto, 2 Ef1.-13, LS al 
q 2 


212 2f 
Fazendo P(x) = 2x! - 5x? — 2x2 - 4x + 3, temos: 
PU) +0, P(-1) + 0,P(-3) + 0 


1 

Mas P(3)=0eP (3) = 0; portanto, P é divisível por (x — 3) fe E 3) 

2 z5 Bri -4 3 3 

2 1 1 = o 1/2 

2 2 2 0 | 
e recaímos em 2x2 + 2x + 2 = 0, cujas raízes são: 
=2ty4-16 _ 

4 

Resposta: $ 


83. Determine as raízes da equação x° — 8x7 + 6x? + 7x — 6=0. 

84. Resolva a equação xº — x! — 82x? — 281x? — 279x — 198 = 0. 

85. Resolva: 2xº + xê — 13x% + 13x? — x- 2=0. 

86. Determine as raizes da equação xó + 3x5 — 6x! — 6x) + 9x2 + 3x — 4=0. 


87. Prove que, se uma equação polinomial de coeficientes inteiros admite como raiz 
o número irracional a + vb, coma, b E Z, b primo positivo, então a — v o 
também é raiz. 


88. Com base no exercício anterior, determine um polinômio com coeficientes in- 
teiros e grau mínimo que tenha como raízes 1,2e 1-12. 


89. Encontre as raízes do polinômio 3x! — 5x) — 7x? + 3x + 2, sabendo que uma 
delasé 1 + y2. 


5.5 Raízes complexas de um polinômio de R[x] 


O primeiro matemático a lidar intencionalmente com números complexos, mas, 
mesmo assim, entendendo talvez que se tratasse de um desafio inútil, foi o italiano 
Girolamo Cardano (1501-1576). Até então esses números, quando apareciam (por 
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exemplo em problemas do segundo grau), eram descartados de pronto, pois nada 
se sabia sobre sua natureza ou utilidade. Cardano tinha, porém, razões mais fortes 
para pelo menos matutar sobre esses novos entes matemáticos, devido a seu traba- 
lho com equações cúbicas (grau 3), em cuja discussão, como logo se veria, eles têm 
um papel fundamental, De todo modo, parece que foi Cardano o primeiro matemáti- 
co a perceber que, na resolução de equações, esses números aparecem “aos pares” 
Naturalmente em polinômios com coeficientes reais, os únicos concebíveis na época. 

Antes de enunciar a proposição seguinte, lembremos que o conjugado de um 
número complexo z = a + bi é o número complexo Z = a — bi. Lembremos ainda 
as seguintes propriedades, aliás de verificação direta: 

* Z= w se, e somente se, Z =W. 

ez+*w=Z7+W. 


* Se z é um número real, então Z = z. 


Proposição 10: Seja f(x) = ay + ax + ax? + + ax" um polinômio so- 
bre R. Se o número complexo z é raiz de f, então Z também é raiz desse polinômio. 
Demonstração: Por hipótese: 
fld-=a+raz+a?+.+açz"=0 


Então, levando-se em conta as propriedades lembradas: 


ts S mia E = 
F(Z) = ag + aZ +a (Z) +.tal = t a z+ al) ++ aniz")= 


=ataztaz+.+az"-0=0 


Exemplo 17: Encontrar as raízes de f(x) = —1 + 2x — x? + Xë, Inicialmente ve- 
jamos se esse polinômio tem raízes racionais. As possíveis, devido à proposição 9, 
são 1/1 = 1,1/—1 = —1,1/2 e —1/2. Uma verificação direta mostra que a única raiz 
racional é 1/2. As demais são raízes do quociente de por (x — 1/2). Esse quocien- 
te, que pode ser determinado pelo algoritmo de Briot-Ruffini, é 2x? + 2, que tem 
discriminante — 16, e, portanto, suas raizes são números complexos conjugados: 


22+2=00x=-10x=2 


Então as raízes de f são; 1/2, 

Uma consegiiência da proposição 10 é que, por exemplo, um polinômio real de 
grau 3 ou tem uma raiz real ou três raízes reais, nunca duas ou nenhuma, Isso sig- 
nifica que o gráfico de uma função polinomial de grau 3 corta necessariamente o 
eixo das abcissas, e o faz em um ou três pontos. Por exemplo, o gráfico da função po- 
linomial do exemplo anterior corta o eixo das abcissas apenas no ponto (1/2, 0). 

Esse resultado pode ser generalizado para graus ímpares: uma função polinomial 
real de grau 5 sempre corta o eixo das abcissas, e o faz em um, três ou cinco pontos. 
E assim por diante. 


Com uma equação polinomial de grau par pode acontecer de o gráfico não cor- 
tar o eixo dos x. Mas, quando corta, o número de vezes é par. Por exemplo, f(x) = 
=x! — 1 corta o eixo das abscissas nos pontos (1,0) e (2-10). 


90. Obtenha os polinómios reais de grau mínimo que têm como raízes i, 2i e 3i. 


Todo polinômio com coeficentes reais que admite a raiz complexa z também admite 


a raiz Z; portanto, as raízes do polinômio procurado são: i, ~i, 2i, 21, 3i e =31. 
O polinômio é: 

kl — Dix + DO — 2i)lx + 20 (x — 30004 3i) 

ko? + DOE + 4)0 +9) 


Resposta: k(xó + 14x* + 49x? + 36), com k É 0. a 


91. Os números complexos 1 + i, 1 + 2 e 2 — i são raízes do polinômio p com 
coeficientes reais. O que se pode afirmar sobre o grau de p? 


92. Resolva a equação x! — 4x? + 8x + 35 = 0, sabendo que uma das raízes é 
24 13. 
Como a equação tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz é 2 — 3 
(conjugada de 2 + 13). Assim, o polinômio dado é divisível por (x— 2-13 Mx- 
— 2 + i3 histo 6 porx? - 4x +7: 
x + 0x? — Ax? + 8x + 35 4 +7 
—x + 46 — 7x2 $ +44 5 
4x? -= 11x? + Bx +35 
—4x? + 16x? — 28x 
5x? — 20x + 35 
—5x? + 20x -: 35 
o 


A equação dada se escreve: 
(0 — ax + MT + 4x4 5)=0 
e as raízes de x? + 4x + 5 = 0 são as que faltam. Portanto: 
po ENTE DO a 
2 2 
Resposta: S = {2 +iy3,2-i43,-2+1 2-1). E 


93. Resolva a equação x* — 2x) + 6x? + 22x + 13 = 0, sabendo que uma das 
raízes é 2 + 3i. 


94. A equação x) + mx? + 2x + n = 0, em que m e n são números reais, admite 
1 + ¿como raiz. Quais são os valores de m e n? 


95. Resolva a equação x” — xê + 3xº — 3x! + 3x) — 3x? + x — 1 = 0, sabendo 
que i é uma das raízes da equação e tem multiplicidade 3. 


96. Uma raiz de uma equação do terceiro grau com coeficientes reais é 1 + 2ie 
a soma das demais raízes é 3 — 2j. Determine as raizes dessa equação. 


5.6 Fórmula de interpolação de Lagrange 

Graficamente, o resultado que vamos mostrar garante, em particular, que, dados 
n pontos de um plano cartesiano, cujas abcissas são distintas entre si, existe uma 
função polinomial de grau n — 1 cujo gráfico passa por todos esses pontos, 

Proposição 11: Sejam a,, az, ..., à, (n > 1) elementos de um corpo K, distin- 
tos entre si, Se b,, b;, ... b, também pertencem a K, então existe f € K[x], com 
alf) =n — 1, tal que f(a,) = by. F(a,) = bp. 

Demonstração: Para cada i, 1 = i < n, consideremos o polinômio q, assim de- 
finido: 


q;(x) = (x — a)lx— a; - )(X — aj, 1)--(X — an) = Ie -a) 
j+i 


É claro que ga) = 0 sempre que j + ¡e que qa) = Ia: - a) £ 0 (lem- 
brar hipótese sobre os ax). J+ 


Como os quocientes pertencem a K, então o polinômio 


q;la;) 
Mb; 2 x— 
=>» 10 => ol TI 
o Lara ee i=1 (y 


pertence a K[x]. Para esse polinômio tem-se, por exemplo: 


sa) = qto) + 
als 
“E ala) a) 


Analogamente se demonstra que f(a,) = b,, f(a;) = bs, ..., f(a,) = b, e, por- 
tanto, o polinômio f cumpre o proposto no enunciado. * 


quan) + a ala)=b,+0+..+0=b, 


q 
Qua) 


Exemplo 18: Determinar um polinômio real f de grau 2 tal que 
f0 =1,f)=0ef(2)=1 


DEN as A 


Seguindo os passos da demonstração, que é construtiva, temos: 
quí) = (x — Mx — 2) quí0) = (0 — DIO - 2)=2 
qx) =(x — Qk- 2) -.q2(1) =(1 — 012) ==1 
q(x) = (x — Oix — 1) -.q(2)= (2 - 02 - 1=2 

Logo: 


Fo) = 


1 
2 


1 X O ix- ox- La -0m-1= 
je- ne-a + Ste 02) + ¿be Oe 1) 


be DA 2420 ja MA 2) = de 17 


97. Determine o polinômio f de grau 3 em Z [x] tal que f(1) = -2, fQ)=2, 
$(3) = 14 e f(4) = 40 


98. Ache f E QD tal que ðf = 4; f{1) = F(-1) =$(2) = F(72)= 2 e F(0)= 6. 


6. POLINÔMIOS IRREDUTÍVEIS 


6.1 Introdução 

Se K é um corpo, os anéis de integridade K [x] apresentam importantes seme- 
lhanças algébricas com o anel Z dos números inteiros. E isso decorre basicamente do 
fato de que é possível estabelecer neles um algoritmo eudlidiano, tal como em Z. 
O conceito de polinômio irredutível, que introduziremos a seguir, corresponde, no anel 
dos inteiros, ao de número primo. Convém adiantar, contudo, que em situações mais 
gerais os conceitos “elemento primo” e “elemento irredutível”em um anel de integri- 
dade não coincidem, como teremos oportunidade de ver no próximo capítulo. 


Definição 5: Um polinômio não nulo e não inversível p E K[x] se diz irredu- 
tível sobre K se uma decomposição de p num produto de dois fatores de K [x] só for 
possível com um dos fatores inversível. Ou seja, se p = fg, então f é inversivel ou g 
é inversível, 

Proposição 12: Todo polinômio de grau 1 sobre um corpo K é irredutível, 

Demonstração: De fato, se p é um polinômio de grau 1 e se p = fg, então ò (p) = 
= 9(f) + a(g). Mas, como à(p) = 1, então à(f) + d(g) = 1. Como essa igualdade 
só é possivel se a(f) = 1 e d(g) = 0, ou vice-versa, então ou f ou g é inversível, # 


6.2 Irredutibilidade sobre um corpo algebricamente fechado 


Definição 6: Seja K um corpo. Se todo polinômio não constante de K[x] tem 
pelo menos uma raiz em K, diz-se que K é um corpo algebricamente fechado. 
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Exemplo 19: O exemplo mais familiar de corpo algebricamente fechado é o cor- 
po C dos números complexos. A primeira demonstração desse fato foi dada por 
K. F. Gauss (1777-1855), em 1848. O teorema que assegura esse fato é conhecido 
como teorema fundamental da álgebra. Um passo gigantesco rumo a esse resulta- 
do já fora dado pelo próprio Gauss quase cingiienta anos antes, em 1799, na sua 
tese de doutoramento, ao demonstrar que todo polinômio real tem pelo menos 
uma raiz, real ou complexa. Em 1815 e 1816, Gauss deu duas novas demonstrações 
desse teorema. 


Proposição 13: Um polinômio sobre um corpo K algebricamente fechado é 
irredutível se, e somente se, tem grau 1. 


Demonstração: Seja f E K[x] um polinômio irredutível, Como K é algebrica- 
mente fechado, existe u E K tal que f(u) = 0. Logo, x — u | f(x) e, portanto, existe 
g E K[x] tal que 

fix) = (x— ulg(x) 

Como, porém, f é irredutível, então o polinômio g é constante não nulo, isto é, 

existe a E K tal que g(x) = a, para todo x € K. Portanto: 
f(x) = ax — au 


em que au é constante. Logo, o grau de f é 1. 
A recíproca é verdadeira, devido á proposicáo anterior. 4 


Proposição 14: Seja K um corpo algebricamente fechado e f um polinômio 
de grau n = 1 sobre K cujo coeficiente dominante denotaremos por a. Então podem 
ser determinados elementos u,, Uz, „u Uy E K tais que 


f(x) = a(x — u,){x — uy). lx — un) 


Demonstração (por indução sobre n): 

Se o grau de f é 1, então f(x) = ax + b, com a + 0. Pondo a em evidência, 
temos: 

fix) = alx — b/a) 
o que demonstra o teorema para n = 1. 

Seja f um polinómio de grau n > 1 e suponhamos a proposicáo verdadeira 
para todo polinômio de grau n — 1.Como K é algebricamente fechado, f tem uma 
raiz u, em K e, portanto: 

Fo) = (x - udg) (6) 
para um conveniente q E K[x], de grau n — 1 e coeficiente dominante igual ao 
de f. Pela hipótese de indução, existem u, Uz, ..., Up E K tais que 


qix) = alx — u Mx — uz). lx — u,) (7) 


em que a é o coeficiente dominante de q e, portanto, de f. 


Substituindo-se (6) em (7): 
fix) = aix — u,){x — u5).lx — Un) É 

Obviamente os u; que aparecem na proposição anterior são as raízes (todas) de 
f.Mas é preciso levar em conta a possibilidade de existência de raízes múltiplas. Su- 
pondo então que as raízes distintas f sejam U; rig eo Uj, € Que suas muttiplicida- 
des sejam, respectivamente, «1, «>, .... Qp, então podemos reunir os fatores iguais 
de f(x), obtendo: 

Fx) = ax — UY — us) lx o 

Por uma questão de uniformidade de linguagem, pode-se dizer que o número de 
raízes de um polinômio de grau n sobre um corpo algebricamente fechado é n, conven- 
cionando-se, para isso, que uma raiz de multiplicidade a, seja contada a; vezes. 


6.3 Relações de Girard 


Segundo parece, foi Albert Girard (1595-1632) o primeiro matemático a perce- 
ber claramente que, com a aceitação dos números negativos e complexos, o número 
de raízes de um polinômio com coeficientes numéricos é igual ao seu grau. Na rea- 
lidade, ele prenunciou o fato de que € é algebricamente fechado, o que seria de- 
monstrado mais de um século e meio depois por Gauss, como comentamos no 
exemplo 19. Girard, embora francês de nascimento, viveu a maior parte de sua vi- 
da na Holanda, onde estudou e serviu como engenheiro militar no exército de 
Frederico Henrique de Nassau. 

Diga-se de passagem que em sua época os números negativos e os números 
complexos eram entes ignorados ou rejeitados por muitos matemáticos, pois, além 
de sua natureza ser ainda meio misteriosa, nem sequer se sabia de utilidade para 
eles. Girard contribuiu para o entendimento dos números negativos ao introduzi- 
los em geometria, associados a um sentido contrário ao associado aos números 
positivos. 

A visão e a ousadia matemática de Girard fizeram com que seu nome ficasse as- 
sociado às relações entre coeficientes e raízes de um polinômio. Para descobrir essas 
relações, ele considerou, falando em linguagem moderna, as funções simétricas ele- 
mentares de todas as raízes de um polinômio real f de grau n. Se as raízes de f são 
U, Uz, «., Up (algumas eventualmente complexas), então essas funções são definidas 
da seguinte maneira: 


O= U tu +m t Un 
Oz = UU + UU; + + 470, + UU + + Up JU, 


O nome funções simétricas deriva do fato de essas expressões não se alterarem 
quando se permutam seus índices de uma maneira qualquer. 
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É fácil descobrir as relações entre os coeficientes de um polinômio e as funções 
simétricas elementares nas situações mais simples. 


« Se f(x) = ax? + a,x + a, (grau dois), então: 
a,x? + a,x + ay = a(x — uy — u) = ayb — (u, + u)x+ (u4,)] = 
=ay0 — au, + u,)x + aq(uyu)) = ax? — a701X + 070) 
Pelo princípio de identidade de potinômios: 
- 40, = Q} € a302 = dg 


Portanto: 


E, daí: 
$0) =al? — ox + o) 

+ Se f(x) = ay? + a,X? + a,x + a, (grau três), então: 
ax + ay? + a,x + ay = ax — u)(x — uz) lx — uy) = 
=a? —u, + u, + us)x? + (uu, + UU + 6763)x — Uuu) = 
= ay au, + U, + u3)x? + az(u uz + uuz + uzu3)x — az(uquzus)) = 
= 03X? — azo,X? + 0303X — 0303 
Pelo principio de identidade de polinômios: 

74301 = 0), 430, = y, —0303 = Qg 


Logo: 


De onde: 
fix) =a — al + ox- 03) 
Seria desnecessariamente trabalhoso estender formalmente esse raciocinio para 
o caso geral. As relações de Girard para um polinômio f(x) = ag + ax + ...+ ax 
de grau n são, como é de esperar, em vista dos casos particulares focalizados: 


an-ı an-2 ao 
Eye age ll diera 
an an an 

Portanto: 


Fix) = a lX 0x. 7 409 2 + (1 do x + io] 


1 


à A nd 1,1 
99. Se a, b, e c são as raízes do polinômio xè — 2x? + 3x — 4, calcule — + 5 + A 
a 


É gra E E aea S 


100. Se a, b, c e d são as raízes do polinômio 2x* — 77 + 9º — 7x + 2, qual é o 
valor da expressão: 
NE e; 
bed acd abd abc. 


101. Calcule a soma dos quadrados das raízes do polinômio x* + 52-114 4x7. 


102. Resolva a equação x* — 4x? — x? + 16x — 12 = 0, sabendo que duas de suas 
raízes são simétricas em relação à adição. 


Temos: a 
M ntnintu=-5=4 
a4 
a 
U) an Enh nta Ba E nasg =T] 
la 
4 
QU) rra + tata + tra + Morga == 16 
A 
% 
(IN) rr == 12 
CA 


(V) ri + 1 = 0 (condição do problema) 
Comparando-se (|) e (V), resulta: 
(+r)j+r+r=4>n+1=4 (0) 
Substituindo-se (V) em (ll), resulta: 


nnn +n) + nnn = 16 => np =-4 (VI) 
o 


Substituindo-se este último resultado em (IV), vem: 

Innin = -12 = -án = -12 => 50=3 VID 

De (VI) e (VIII) resulta que 1; e r4 são as raízes da equação y? — 4y 4 3 = 0, isto é, 
n=1en=3. 

De (V) e (VII) resulta que r, e 1, são as raízes da equação y? 4 = 0, isto é n =2e 
n=-2. 

Resposta: $ = [2, —2, 1, 3}. “m 


103. Resolva a equação xX? — 4x? + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz é igual à 
soma das outras duas. 


104. Resolva a equação x? — 10x? + 31x — 30 = 0, sabendo que uma raiz é igual 
à diferença das outras duas. 


105. Resolva a equação x + 5x? — 12x — 36 = 0, sabendo que uma raiz é igual 
ao produto das outras duas. 
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106. Resolva a equação xX? + 7x? — 6x — 72 = 0, sabendo que a razão entre duas 


E PE 
raizes é 2. 
2 


107. Quais são os valores de h para que o polinômio x? + hx? + (2h + 1)x + 1 
admita duas raízes opostas? 


108. Determine m de modo que o polinômio x? + mx — 2 tenha uma raiz dupla. 


109. Resolva a equação 8x! — 28x) + 18x? + 27x — 27 = 0, sabendo que uma 
das raízes tem multiplicidade 3. 


110. A soma de duas raízes da equação x! + 2x? + px? +qx+2=06-1eo0 
produto das outras duas raízes é 1. Calcule p e q e resolva a equação. 


111. Determine p e q de modo que o polinômio x! + px? + 2x? — x + q apresen- 
te duas raízes inversas entre si e a soma das outras duas raízes seja igual a 1. 


6.4 Um critério de irredutibilidade 

O critério que enunciaremos ajuda bastante em algumas situações: “Se o grau 
de um polinômio f sobre um corpo K é 2 ou 3, então ou f é irredutível sobre K 
ou tem uma raiz, pelo menos, em K”. Mostraremos a validade desse critério para 
o caso de o grau de f ser 3. No caso em que o grau é 2, o raciocínio é análogo. 

De fato, suponhamos que f não fosse irredutível. Então f poderia ser decom- 
posto não trivialmente em um produto f = gq em que os fatores têm grau = 1. 
Como, por outro tado, à(f) = (gq) = a(g) + 019) e d(f) = 3, então; 

tg + 0(q)=3 

Ora, isso só é possível se ô (g) = 1 e à(q) = 2, ou vice-versa. Supondo, por exem- 

plo, que à(g) = 1, então a expressão que define g é do tipo 
gix) =ax + bla +0) 

Como —b/a (que pertence a K) é raiz de g, então também é raiz de f. 4 

Exemplo 20: O polinômio f(x) = 1 + x + xX E QU é irredutível sobre O. De 
fato, as possíveis raízes racionais de f são +1 (divisores de 1). Mas f(1)=3 e f(~1)= 
= — 1, Como não tem nenhuma raiz em Q, então f é irredutível sobre esse corpo. 


6.5 Polinômios irredutíveis sobre o corpo dos números reais 


A proposição 13 garante que os únicos polinômios irredutíveis em C [x] são os 
de grau 1, pois C é algebricamente fechado. O mesmo, porém, não vale em R[x]: 
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o polinômio f(x) = x? + 1, por exemplo, é irredutível sobre R. De fato, se não o fos- 
se teria uma raiz em R, devido ao critério anterior. Mas é bem sabido que as raízes 
de f são ie ~i, que não são números reais. A proposição que segue determina quais 
polinômios reais são irredutíveis sobre R. 


Proposição 15: Um polinômio f E R [x] é irredutível sobre R se, e somente 
se a(f) = 1 ou a(f)=2e seu discriminante é menor que zero, 


Demonstração: 

(=) Por hipótese, f é irredutível sobre R, Mas, devido ao teorema fundamental 
da álgebra, f tem uma raiz « em C. Há então duas possibilidades. Uma delas é a ser 
um número real, Neste caso, x — a divide f em R [x], o que equivale a dizer que 

$00 = (x — ajal) 
para um conveniente polinômio real q. Porém, como f é irredutível, isso obriga q a 
ser constante não nulo, digamos, q(x) = c, para qualquer x E R. Logo: 
FX) =cx- ca 
o que mostra que d(f) = 1. 

A outra possibilidade é œ não ser real, ou seja, œ = a + bi, com b + 0. Neste 
caso, devido à proposição 10,0. também é raiz de f. Então f é divisível em € [x] por 
x-a eporx- a (em Clx]) e, portanto, por 

x- ax = a) =x? — {a + ax + aa =x? — (2a)x + (a? + b?) 
que é um polinômio com coeficientes reais. Então existe q € C [x] tal que 
f(x) = dé — (2a)x + (a? + 0%)lg0) 8) 

Por outro lado, como x? — (2a)x + (a? + b?) é um polinômio real, pode-se usar 
o algoritmo euclidiano em RR [x] para o par formado por esse polinômio, como divi- 
sor, e f como dividendo, Se q, e r são respectivamente o quociente e o resto, então: 

$0) = Le — (2a)x + (a? + 19100 + rix) 

Mas, lembrando o fato de que q, e r também pertencem a C [x] e a unicidade 
do quociente e do resto, concluimos que q, = q e r = 0, e assim q € Rbd. Então, 
como f é irredutível sobre R, a igualdade (8) implica que o polinômio real q é 
constante, digamos q(x) = c, para algum número real não nulo c. Portanto, (8) fica: 

f(x) = ex? — (2ac)x + (a? + bc 
Isso já mostra que o grau de f é 2. Ademais, o discriminante de f é 
A = (200? — 4c(a? + b?)c= —4bic? < 0 
umavezqueb + 0ec +0. 

(+) Se 9(f) = 1, então, pela proposição 12, f é irredutível sobre R. Se «(f) = 2, en- 
tão, como já vimos, ou f tem uma raiz em R ou é irredutível sobre R. Como não terr 
raízes em RR, pois seu discriminante é menor que zero, então f é irredutível sobre R. 4 
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Consideremos um polinômio f € R [x]. Indiquemos por c,, cy, ..., €, suas raízes 
reais e por By Br Ba. Ba. Ga Ba Bs suas raízes complexas náo reais. Entáo, pelo que 
vimos na proposição 14: 

fix) = alx — cil = cd bo dx — Bl — Box Box — By) 
que é uma igualdade em C [x]. Observemos, porém, que, fazendo 3, = a, + byi temos: 
(x — By By) => — (2ay)x + la? + by 
Como o discriminante desse polinômio quadrático é 
(2a)? -4+1-(a? + b?)=-4b? <0 
então ele é irredutível sobre R, O mesmo se verifica obviamente para os demais 
produtos (x — Boix — By). 

Repetindo esse raciocínio com os demais pares de produtos envolvendo raízes 

complexas, obtemos: 
FO) = alx = te cd. (e — co)bê — (2a,)x + (a? + bf)... 
Le — (2a,)x + (a? + b2) 
em que os fatores são polinômios reais. Essa é a decomposição de f(x) em fatores 


irredutíveis sobre R. É claro que pode haver fatores iguais, tanto entre os de grau 1 
como entre os de grau 2, que poderiam ser reunidos de maneira óbvia. 


6.6 Sobre a irredutibilidade em O [x] 

Conforme vimos, não há polinômios complexos irredutíveis de grau maior que 1, 
assim como não há polinômios reais irredutíveis de grau maior que 2. Em Q[x], 
porém, a situação é diferente, como mostra o exemplo 20: o polinômio racional f 
definido por f(x) = 1 + x + x? é irredutível sobre Q. Mostraremos no próximo 
capítulo que em O[x] existem polinômios irredutíveis sobre Q de graus arbitraria- 
mente grandes. 


112. Decomponha o polinômio —x? + 4x? + 7x — 10 de Z[x] em um produto 
de fatores do primeiro grau. 


113. Decomponha o polinômio x* — 4 de K[x] em fatores irredutíveis nos seguin- 
tes casos: 
a) K=0 
b) K= 
Q K=C 
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114. Mostre que o polinômio 4 + x° de Z [x] é composto. 
Sugestão: mostre que o polinômio dado não tem raízes inteiras e, portanto, 
se for composto só pode ser fatorado com fatores g e h de grau 2. Determine 
geh. 


115. Mostre que o polinômio 1 + x + x? + x* é composto sobre qualquer corpo K. 


116. Represente f(x) = 1 + x* como um produto de dois polinômios unitários (coe- 
ficientes dominantes iguais a 1) de R [x], ambos de grau 2. 


117. Prove que o polinômio 2 + 2x + x° do anel Q [x] é irredutível sobre Q. 
118. Prove que o polinômio 1 + x + xº de R[x] é irredutível sobre R, 


119. Quais dos seguintes polinômios do anel Q [x] são irredutíveis sobre Q? 
ax -x+1 Q xt- 
Dx 2 o 15 dx -x+1 


120. Considere o polinômio f = 4 + 8x. 
a) Como elemento de Z [x] ele é redutível ou irredutível? 
b) E como elemento de R [x]? 
c) E como elemento de C [x]? 
Justifique. 


121. No anel Z [x], considere o polinômio f =xº + 4x7 + 7x? + ax + 3. Determine 
a E Z de modo que f seja decomponível num produto de polinômios de 
grau 2. 


Exercícios complementares 


C1. Seja P um ideal primo no anel de integridade infinito A. Mostre que P[x] é um 
ideal primo em A[x].Se M é um ideal maximal em A, M[x] é maximal em A[x]? 


C2. Seja K um corpo infinito e u € K. Mostre que M, = {fo | £(u) = 0) é um ideal 
maximal em K[x] e K[x]/M, é isomorfo a K. 


C3. Dado f(x) = ay + ax + .. + ax” E Clx], define-se f(x) por: 


E Sr fes > 
FO) =d + GX +... + aX. 
Mostre que u E C é raiz de f(x) se, e somente se, u é raiz de f(x). 
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CAPÍTULO VII 


ANÉIS PRINCIPAIS E FATORIAIS 


1. NOTA HISTÓRICA 


Não é possível falar da álgebra moderna, a álgebra do século XX, sem ressaltar 
o nome de Amalie Emy Noether (1882-1935), considerada com justa razão a mais 
importante matemática de sua época. 

Emy Noether nasceu em Erlangen (Alemanha), em cuja universidade local seu 
pai era um respeitado professor. Embora ao final do curso secundário pendesse 
para o estudo de línguas, acabou estudando conjuntamente matemática e línguas 
na Universidade de Erlangen, onde era uma das duas mulheres entre os cerca de mil 
universitários. Esse fato póe em relevo as condições extremamente desfavoráveis 
que Emy Noether encontrou, no que se refere ao ensino superior, devido à sua con- 
dição de mulher. Nessa época, as mulheres só podiam assistir a cursos extra-oficial- 
mente e com a aquiescência do professor, dada raramente. Não obstante, o fato de 
poder graduar-se, o que ocorreu em 1903, representou um avanço em relação a épo- 
cas não muito distantes. 

Em 1907, Emy doutorou-se com uma tese de bom nível, mas que não prenun- 
ciava o grande papel que ela teria na matemática do século XX. Até 1916, perma- 
neceu em Erlangen, substituindo eventualmente seu pai como docente e trabalhan- 
do em suas pesquisas, das quais resultariam vários artigos. Nesse ano, foi convida- 
da por David Hilbert (1852-1943), a maior figura da matemática mundial na época, 
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para assessorá-lo em suas pesquisas relativas à teoria da relatividade, na Universidade 
de Göttingen. Entretanto, a despeito do prestígio e do empenho de Hilbert, só em 
1922 passou a receber remuneração da Universidade, e mesmo assim muito mo- 
desta, bem inferior a de seus pares do sexo masculino. 

Isso, porém, não impediu que sua produção científica fluísse brilhantemente 
nem tirou seu ânimo para uma de suas atividades preferidas: a orientação de alu- 
nos. Dentre estes, um dos mais notáveis foi o holandês B.L. van der Waerden (1903- 
1996), autor do primeiro grande tratado de álgebra moderna, publicado em dois 
volumes no ano de 1930. Reeditada numerosas vezes e traduzida para várias línguas, 
essa obra teve influência decisiva na difusão da álgebra moderna. A propósito, va- 
le acrescentar que boa parte do segundo volume da obra é contribuição de Emy. 

Emy Noether era judia, e o nazismo, que se instaurou na Alemanha em 1933, em 
pouco lhe tiraria o modesto posto acadêmico. Forçada a emigrar, aceitou convite do 
Bryn Mayr College, da Califórnia, para ser professora visitante, função que exerceu 
desde o outono de 1933 até sua morte inesperada, em 1935, após complicações de- 
correntes de uma cirurgia aparentemente bem-sucedida. 

Em poucas linhas é impossível falar satisfatoriamente sobre a obra de Noether 
e sua importância para a matemática. Registremos, porém, sua definição axiomática 
de anel, dada em 1921, que, embora não tenha sido a primeira da história da mate- 
mática, é a que se usa hoje nos textos de álgebra, salvo no que se refere à comutati- 
vidade da multiplicação — atualmente não incluída entre os axiomas —, que ela 
impunha, Também se deve a Emy a definição de ideal hoje aceita. Em homenagem 
a ela, os anéis de uma certa categoria, de que daremos um exemplo neste capítu- 
lo, em 3.1, recebem o nome de anéis noetherianos. 


2. DIVISIBILIDADE EM UM ANEL DE INTEGRIDADE 


2.1 Divisão exata em um anel de integridade 


Neste capítulo, estenderemos para um anel de integridade qualquer A a relação 
definida por "x divide y; já estudada em duas situações particulares importantes: 
no anel Z dos inteiros e no anel A[x] dos polinômios sobre um anel de integri- 
dade infinito A. Tendo em vista que neste trabalho não fomos além dos polinômios 
sobre um anel de integridade infinito, subentenderemos A infinito sempre que apare- 
cer em cena o anel Abd. 

Se a e b são elementos de A e se b = ac, para algum c € A, dizemos que a di- 
vide b ou que b é divisível por a e denotamos essa relação por a | b. O elemento c 
que figura nessa definição será indicado por b/a sempre que a + O. 

A relação de divisibilidade, definida dessa maneira, goza das seguintes propriedades: 

(i) reflexiva; 

(ii) transitiva; 
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(ii) se a |b e a |c, então a | (bx + cy). 

Em particular, se a | be a | c,entáo a | (b + c),a | (b — c) e a | bd, para qual- 
querdE A, 

Deixaremos de dar as demonstrações dessas propriedades porque, além de 
simples, elas formalmente em nada diferem das correspondentes relativas aos casos 
particulares mencionados no início. 


2.2 Elementos associados 


Definição 1: Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Diz-se que 
a é associado de b se a | b e b | a. Essa relação em A será indicada por a ~ b. 

É fácil provar que — é uma relação de equivalência sobre A (ver exercício 3). 

Exemplo 1: Os polinômios reais f(x) = 1 + x e g(x) = 2 + 2x são associados, 
uma vez que 

2+2x=2-+(14+x) e1 +x=(1/2(2 + 2x) 

Proposição 1: Para dois quaisquer elementos a e b de A são equivalentes as se- 
guintes afirmações: (i) a ~ b; (ii) (a) = (b); (iii) b = au, para um conveniente elemento 
inversível u E A, 

Demonstração: 

td (ii) 

Como a ~ b, então b = ac e a = bd, para convenientes c, d EA. 

Seja x € (a). Então existe r E A tal que x = ar. Levando-se em conta que a = bd, 
então x = b(dr), o que mostra que x € {b}. Portanto, (a) C (b). Analogamente se 
demonstra a inclusão contrária. 

Gi) — (iii) 

Como (a) = (b) e a E (a), então a = br, para algum r em A, Analogamente, b = as 
(s E A). Portanto, a = a(rs). Temos duas possibilidades. Se a = 0, então b = 0 e, neste 
caso, vale a igualdade O = 0 - 1. Como 1 é inversível, está provada a tese. Se a + 0, 
podemos cancelar a na igualdade a = a(rs), obtendo rs = 1. Logo, r é inversível, e 
como a = br, está provada a tese também. 

(iii) — (1) 

Da hipótese de que b = au, com u inversível, segue direto que a | b. Da hipó- 
tese, segue ainda que a = bu !, em que 4”! é um elemento de A, visto que u é in- 
versível. De onde, b | a. 4 


2.3 Elementos primos e irredutíveis 

Definição 2: Um elemento p € A se diz primo se: (i) p # 0; (ii) p não é inver- 
sível; (iii) quaisquer que sejam a, b E A, se p | ab, então p | a ou p | b. 

Por indução, pode-se demonstrar que, se p é primo e p | a,a,..a, (n = 1), então 
P divide um dos fatores. 
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Exemplo 2: Em Zfx] o polinômio h, definido por h(x) = x, é primo, porque obvia- 
mente cumpre as condições (i) e (ii) da definição, e se h | fg, com f(x) = ay + ax + 
+ ax? +. + ax e gix) = dy + bix + byè +. + bx”, então existem Co, Cy um 
c, € Z tais que 

agbo + (aob; + ajbox + (aob, + aib; + aba) x? + + aba” "= 
= CX t X HE ea 

Daí segue, pelo principio de identidade de polinômios, que 

aobg = 0 

Logo, ay = O ou by = 0. Na primeira hipótese, h divide f; na segunda, h divide g. 

Definição 3: Um elemento p € A se diz irredutível se: (i) p + O; (ii) p não é in- 
versível; (iii) quaisquer que sejam a, b E A, se p = ab, então a é inversível (e, portan- 
to, b ~ p) ou b é inversível (e, portanto, a ~ p). 

Por indução, pode-se provar que, se p é irredutível e p = a,a)...a, (n = 1), então 
p é associado de um dos fatores do segundo membro e o produto dos demais fa- 
tores é inversível. 

Um elemento p E A tal que p + 0, p não é inversível e p não é irredutível é cha- 
mado redutível ou composto. 

Exemplo 3: Se K é um corpo infinito, os polinômios de grau 1 sobre K são ir- 
redutíveis, como já vimos no capítulo VI. 

Proposição 2: Todo elemento primo de um anel de integridade é também 
irredutível. 

Demonstração: Seja p E A um elemento primo. Temos de provar apenas a con- 
dição (iii) da definição de elemento irredutível. Para tanto, suponhamos p = ab, com 
a e b em A. Como p | p, então p | ab. Logo, devido à hipótese, p ļaoup |b. 

A primeira dessas possibilidades corresponde à existência de um elemento c EA 
tal que a = pc. Levando-se em conta isso, à igualdade p = ab se transforma em p = pcb. 
Daí, cb = 1 (lembrar que estamos num anel de integridade) e, portanto, c é inversível. 
Sendo assim, como a = pc, então a é associado de p. 

Com a segunda possibilidade, o raciocínio é o mesmo. # 

A recíproca dessa proposição não é verdadeira, como veremos no exemplo 5. 


2.4 Máximo divisor comum 


Definição 4: Dizemos que um elemento d E A é máximo divisor comum dos 
elementos a, b E A se: (i) d | a e d | b; (ii) todo divisor de a e b é divisor de d (ou 
seja se d,€ Ae d; | ae d; | b, então d; | d). 

De maneira óbvia se define máximo divisor comum de n (n = 2) elementos de A. 

É bom frisar ainda que a definição dada não implica a existência de máximo 
divisor comum de dois ou mais elementos de A. 
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Proposição 3: Sejam a e b elementos de A. Se d é máximo divisor comum de 
a e b, então todo associado de d também o é. Reciprocamente, se d e d'são máxi- 
mos divisores comuns de a e b, então d ~ d”. 


Demonstração: 

(=) Seja d' um associado de d. Então d' | d. Como d | a e d | b, então d'| a e 
d | b, devido à transitividade da relação de divisibilidade. Portanto, d' também 
cumpre a primeira condição da definição de máximo divisor comum. 

Indiquemos por c um divisor comum de a e b. Como d é máximo divisor comum 
desses elementos, c | d. Mas d | d’, pois d'~ d. Portanto, c | d”. 

(+) Se de d'são máximos divisores comuns de a e b, então são divisores des- 
ses elementos e, portanto, devido à segunda condição da definição de máximo di- 
visor comum, d | d'e d'| d. # 

Obviamente essa situação de mais de um máximo divisor comum não é boa, ma- 
tematicamente falando. O ideal é que se verifique a unicidade. Por isso, em situações 
particulares, costuma-se impor uma condição adicional. Por exemplo, no caso do anel 
dos inteiros, impõe-se que o máximo divisor comum seja positivo. O fato de, por exem- 
plo, mde (3, 5) = 1 no anel Z já pressupõe a condição adicional a que nos referimos. 


Definição 5: Dois elementos de A se dizem primos entre si se a unidade do 
anel é máximo divisor comum desses elementos. 

Portanto, de modo geral, todos os elementos inversíveis do anel (e só estes) 
são máximos divisores comuns dos elementos considerados. 


Exemplo 4: Os polinômios f, g E Rx] definidos respectivamente por f(x) = x 
e g(x) = 2 + x são primos entre si. De fato, se p E R[x] é um divisor de f e g tam- 
bém é divisor de h = g — h que é definido por h(x) = 2 e é inversível (seu inverso é 
o polinômio h, definido por h,(x) = 1/2), então p também é inversível e os polinômios 
dados são primos entre si, 


2.5 Anéis quadráticos 


Como mencionamos em 2,3, embora nas situacóes mais familiares “primo” e 
“irredutível” sejam conceitos equivalentes, isso não é verdade em geral. Outras si- 
tuações fora dos padrões clássicos, como, por exemplo, um anel de integridade em 
que dois elementos não têm máximo divisor comum, também podem acontecer. 
O breve estudo que faremos a seguir dos chamados anéis quadráticos visa, entre 
outras coisas, dar oportunidade de focalizar essas situações. 

Seja n + 1 um número inteiro fivre de quadrados. Isso significa que n não é di- 
visível por nenhum quadrado perfeito, salvo o número 1. Isso posto, indicaremos por 
Zlyn] o seguinte subconjunto de C: 


Zlnl=(tx+yn |xyeZ) 
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Pode-se mostrar que, para cada n nas condições enunciadas, Z[yn | é um su- 
banel unitário de €. Portanto, cada ZÍ n] é um anel de integridade em relação 
às operações de C, naturalmente restritas aos seus elementos. Cada um deles é 
chamado ane! quadrático. Em particular, o anel quadrático em que n = —1 é chama- 
do anel dos inteiros de Gauss. 

O estudo aritmético de ZÍ; n] depende em boa parte do conceito de norma 
de um elemento do anel. Se a = a + b,n é um elemento de Zin], sua norma, 
que será indicada por N(a), é definida da seguinte maneira: 

N(a) = a? — bin 
Dessa definição decorrem as seguintes propriedades: 
(i) N(a) = 0 se, e somente se, a = 0; 
(ii) Nx B) = Nto)N(B); 

(ii) NO) = 1; 

(iv) No) = +1 se, e somente se, a é inversível; 

(v) Se N(a:) é um número inteiro primo p, então a é irredutível em Zin]. 

Vejamos como se demonstram as duas últimas. 

Demonstração de (iv): 

(=) Por hipótese, Ma) = a? — nb? = +1. Portanto, (a + bina — ben) = +1. 
Como a — byn pertence a Z [vn |, então a = a + bin é inversível nesse anel. 

(e) Como a é inversível, existe B E Z[yn ] tal que aß = 1.Daí Nía f) = Níc)N(B) = 
=1 e, portanto, N(«) divide 1 em Z. De onde, N{a) = 


Demonstração de (v): 

Como N(a) + 1 e Nía) + 0, então a + 0 e a não é inversível. Suponhamos 
a = By em ZL, n]. Daí, p = N(B)N(y), igualdade essa em Z. Logo, N(B) = +1 ou 
N(y) = +1. Ou seja, ou B ou y é inversível. # 


Exemplo 5: O objetivo aqui é dar um exemplo de elemento irredutível e não pri- 
mo, Diga-se de passagem que não é em todo anel quadrático que ocorre essa situa- 
ção; ademais, um estudo mais profundo da questão foge às pretensões deste trabalho. 

Mostraremos que no anel zly -5 ] o número 3 é irredutível mas não é primo, 
Antes, determinemos os elementos inversíveis desse anel. Observemos primeiro que, 
sea E zl 5 l então a =a + b\—5, para convenientes a, b E Z, e, portanto, 
Nfa) = a? + 5b?. Logo, Nía) é um número inteiro positivo e N(a) = 1 se, e somente 
se, a = +1 e b = 0. Assim, os únicos elementos inversíveis de zly-5] sãole—1. 

Então 3 não é inversível e, obviamente, também não o é o zero do anel. Supo- 
nhamos 3 decomposto em Z Ls] num produto de dois fatores: 3 = 
=lo+ by-s e +dy-5). Passando à norma dos dois membros, temos: 


9 = (a? + 5b?)(c? + 5d?) 


CE- AL 


Dessa igualdade (em Z) resulta: 
a? + 5b? =10u9 


pois, para quaisquer inteiros a e b,a? + 5b? + 3.Se a? + Sb? = 1, então a + bs 
é inversível. Se a? + 5b? = 9, então c? + 5d? = 1 e, portanto, c + dy —5 é inver- 
sível. Isso mostra que 3 é irredutível. 

Para mostrar que 3 não é primo, mostraremos que 3 | (2 +y-s Ja = 1-5 ) 
mas náo divide nenhum desses fatores. Quanto á primeira afirmacáo, basta observar 
que e +1-5 Ja =v—5 ) = 9 e que, obviamente, 3 | 9. Suponhamos, por absur- 
do, que 3 dividisse o fator 2 + y —5 , por exemplo. Então 3 = (2 +v-5 (a +b1-5 a 
para convenientes elementos a, b E Z. Passando à norma, temos: 

9=(2 + 5-1)(a? + 5b?) = 9(a? + 5b?) 
e, portanto: 
a+ 5b?=1 
Logo, a = +1 e b = 0. Temos, pois, duas situações: 
3=l2+yo5).1=2 +15 0u3=(2+v=5) -(1)=-2- 4-5 


ambas impossíveis. Então, efetivamente, 3 não é primo em FAR Z5]. 


1. Mostre que a relação definida por “x | y” em um anel de integridade não é si- 
métrica mas pode ser anti-simétrica. 


2. Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Mostre que a | b se, e 
somente se, (b) C (a). 


3. Mostre que a relação definida sobre um anel de integridade por“x ~ y” ("x é as- 
sociado de y”) é uma relação de equivalência. 


4. Seja A um anel de integridade. 


a) Mostre que o zero do anel só tem um associado: ele mesmo. 
b) Mostre que, se u E A é inversível, então o conjunto dos associados de u é 
U(A). (Lembrar que U(A) indica o conjunto dos elementos inversíveis de A.) 


5. Sejam a e b elementos associados de um anel de integridade A. Se € é tam- 
bém um elemento de A, mostre que c | a se, e somente se, c | b. 


6. Seja A um anel de integridade. Como — é uma relação de equivalência sobre 
A, pode-se cogitar de descrever os elementos do conjunto quociente A/~. 
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Descreva-os nos seguintes casos: 

a) A é um corpo; 

b A=Z; 

c) A = KIxl, em que K é um corpo infinito. 


a) Devido ao exercício 4, = {0}. Por outro lado, como A é um corpo, U(A) = A*. Logo, 
as classes de equivalência são duas apenas: O e A”, esta última igual a a, qualquer 
que seja a + 0 (zero do corpo). 

c) Se f E K[x] há três possibilidades a considerar: 

() f = 0 e, portanto, f = (0); 
(il) £ € K* (conjunto dos inversíveis de Klx] e, portanto, F = K*; 
(il) f E K e, nesse caso, $ = (cf | c E kt). E 


7. Mostre que o polinômio f definido por f(x) = 2 é primo em Z[x] e, portanto, 
irredutível nesse anel. 
Sugestão: Se f | gh, então os coeficientes de gh são pares. Mostrar, por redução 
ao absurdo, que isso não é possível sem que todos os coeficientes de f ou to- 
dos os coeficientes de g sejam pares. 


8. Considere o anel quadrático A = z2]. Mostre que: 
a) UA) = (1,1% 


b1+y-2e1-y-2 são elementos irredutiveis em A; 
c) 3 é um elemento composto do anel. 


a) a =a + by -2 é inversível se, e somente se, N{a) = a? + 2b? = 1. Mas as únicas 
soluções inteiras para essa equação são (1, 0) e (—1, 0). 


Logo, «=1Toua=—1. 
bn(i+v-2)=NG —,.2)=3 
9 3=(14 022) - 1-2). mn 


9. Seja A o anel dos inteiros de Gauss. 
a) Determine quais das seguintes relações são verdadeiras em A: (i) (1 + 1) | 2; 
(ii) (2 +30) | (5 — i); 0i) 3 | (2 — DB + i); (iv) (3 — 2i) | 26. 
b) Mostre que U(A) = (1, —1, i, ~i}. 
c) Mostre que 1 + 1,1 — ¡e 3 são irredutíveis em A. 
d) Mostre que 2 é um elemento composto do anel A. 


10. Determine todos os divisores em Z[i] dos seguintes elementos: 2 e 1 + 2i. 
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Se a + bi é um divisor de 2 em ZIi], então 2 = aß, para algum $ do anel. Então 
N(2) = 4=Ní0)N(B) = (a? + b?)N(B) e, portanto, a? + b? = 1,2 ou 4,A igualdade a? + 
+b? = 1 fornece os divisores inversíveis de 2 : 


, —1,í, —i As soluções de a? + b? = 2 
são (+1, +1), e os valores correspondentes de a, ou seja,1 + i1 — 1-1 +ie—1 — ide 
vem ser testados; como 1 4 i é divisor, pois 2 =(1 + iX1 — i), então os demais, que são 
associados desse elemento, também são divisores de 2; já as soluções inteiras de a? + b? = 
= 4 são (+2, 0) e (0, +2), cujos valores correspondentes de « são 2, —2, 2i e —2i todos 
também divisores de 2 em Z[i], como é fácil comprovar. Portanto, 2 tem 12 divisores em 
ZIN: 1, —1,i, —i (inversíveis), 1 +3,1 — 1, -1 +, —1—1,2,-2,2ie -21, L] 


11. Mostre que o número 1 é um máximo divisor comum de 2 e 1 + 2i em Z[il. 
Sugestão: Mostre que 1 + 2i é irredutível. 


12. a) Mostre que o conjunto dos elementos inversíveis de FAR -3 ] é{-1, +1}. 
b) Prove que o número 13 é irredutível em Z, inversível em Q e composto em 
zly-3]. 


13. Seja a um elemento inversível de um anel quadrático A. Mostre que a, al, ad, ... 
são também elementos inversíveis do anel A. 


14. Considere o anel quadrático A = FAR 2 l 
a) Determine um elemento inversível a E A diferente de 1 e —1 e o inverso de a. 
b) Mostre que o conjunto dos elementos inversíveis de A é infinito. 


a) Um elemento a = a + by2 do anel é inversível se, e somente se, Na) = a? — 2b? = 
= +1. Mas, como o par (3, 2) é solução de a? — 26? = 1, então 3 | 2, 2 é inversível 
no anel considerado. s 


15. Prove que 3 é composto e, portanto, não é primo em zh E2, ]. 


16. a) Determine todos os elementos inversíveis de A = 7[y —11 ]. 
b) Mostre que o número 3 é irredutível em A = zh=n ] mas não é primo 
nesse anel, Fa. 
Sugestão: Quanto à segunda parte, observar que 3 | (2 +11 X2- -11 ). 


17. Observando que 3 é irredutível em Z[;] e que 2 = (1 + (1 — i), em que os 
fatores são irredutíveis, determine um máximo divisor comum de 3 e 2 no 
anel. 
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18. a) Determine os elementos inversíveis em zly- 731. 
b) Mostre que os números 2,1 + y ¿7 e1-3-7 são irredutíveisem 7 Ly 7 —7 ]. 


19. a) Determine os elementos inversiveis em zly=17 l. 

b) Mostre que são irredi irredutíveis em FAR =17 ] os seguintes elementos: 2,3,1 + 
x 17e- A 

20. Mostre que no anel Z IN —5 ] os elementos 9 e 6 + 31 —5 não têm máximo 
divisor comum. 
Sugestão: Encontrar os divisores de cada um dos elementos dados (inspirar-se, 
para isso, no exercício 10) e verificar que nenhum dos divisores comuns cumpre 
a segunda condição da definição de máximo divisor comum. 


21. Seja p um número inteiro primo. Mostre que p é irredutível como elemento 
de Zi] se, e somente se, a equação diofantina x? + y? = p não tem soluções 
(inteiras). 

| Resolução | 
(=>) Se a equação tivesse uma solução (a, b) E Z x £, então a? + b? = (a + billa - bi) 
= p, em que os fatores do primeiro membro não são inversíveis em ZI] (por quê?). Então 
p seria composto. z 


22. Mostre que todo inteiro primo da forma p = 4n + 3 é irredutível em Z[i]. 
Sugestão: Se a é um número inteiro, então a? = 0, 1 (mod 4). 


3. ANÉIS PRINCIPAIS, FATORIAIS E EUCLIDIANOS 
3.1 Anéis principais 

Já demos anteriormente a definição de anel principai. Recordando: trata-se de 
um anel de integridade cujos ideais são todos principais. Ou seja, se ! é um ideal 
em um anel principal, então existe a E / tal que I = (a). Como já vimos (exemplo 45, 
capítulo V), o anel Z é principal. Vale lembrar que a demonstração dessa proprie- 
dade depende do algoritmo euclidiano. Também é principal um corpo qualquer. De 
fato, os únicos ideais em um corpo K são {0} = (0) e K = (1). 


Contra-exemplo 1: O anel zh -5] não é principal. Para justificar essa afir- 
mação, mostraremos que o ideal } = a, 2 + y-5/ não é principal nesse anel. 
Suponhamos que fosse, e indiquemos por 8 = a + bi um eventual gerador de |. 
Então (3,2 + \ T5) = (B) e, portanto, B [3eB| (a+v> 5). Daí, N( (B) | 9 e, por- 
tanto, N(B) = a? + 5b? = 1,3 ou 9. Segue, então, que as possibilidades para B são: 
+1,+3 e +2 + y —5 „Pode-se verificar diretamente, contudo, que desses elementos 
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os únicos divisores comuns a 3e 2 + y—5 são ! 1 e portanto, (3,2 + V-5)=(1), 
Mas isso implica t=3(a + by=5) + (2 + 125 Xc + di -s ) = (Ba + 20 — 5d) + 
+ (3b + c + 2d)v—5 , para convenientes inteiros a, b, c e d. Como, porém, o sistema 


ao 
3b+c+2d=0 


não tem soluções inteiras (por quê?), então + = (1) é impossível. 
As proposições que seguem justificam o estudo dos anéis principais, pois mos- 
tram o quanto eles são, digamos assim, algebricamente “bem-comportados” 


Proposição 4: Em um anel principal todo elemento irredutível é primo. 


Demonstração: Seja p um elemento irredutível de um anel principal A, Portanto, 
p + 0 e p não é inversível. Resta-nos mostrar que, se p | ab, com a, b E A, então p 
é divisor de um desses fatores. 

Para tanto, consideremos o ideal / = (p, a) em A. Como o anel é principal, existe 
d E 1 tal que! = (p, a) = (d). Mas p é um dos elementos de / e, portanto, p = dc, 
para um conveniente c E A, Então, devido à irredutibilidade de p, ou d é inversível, 
e, portanto, c é associado de p, ou vice-versa, 

Suponhamos primeiro que d é inversível, o que tem como consequência (d) = A. 
Logo, (p, a) = A e, portanto, existem Xq, Yo E A tais que 1 (unidade de A) = pxo + Ayọ- 

Multiplicando-se por b ambos os membros dessa igualdade: 


b = plbxo) + (ab)yo 


Como p é divisor das duas parcelas do segundo membro desta última igual- 
dade, então p | b. 

Consideremos agora o caso em que c é inversível. Como p = de, então d = pc”!. 
Por outro lado, uma vez que a também pertence a /, então a = dq, para um conve- 
niente q E A. Das duas últimas igualdades decorre que a = pígc”') e, portanto, p 
divide a. 4 


Proposição 5: Dois elementos quaisquer de um anel principal têm máximo 
divisor comum nesse anel. 


Demonstração: Seja A o anel principal e consideremos a, b E A. Indiquemos 
porto ideal gerado por a e b, isto é, | = (a, b}. Por hipótese, ! é principal e, portan- 
to, existe d € | tal que | = (a, b) = (d). Mostremos que d é máximo divisor comum 
de a e b. 

() Como a =a +1 + b-0, então a € I. Mas | é gerado por d, e então a = dq, 
para algum d € 1. Isso mostra que d | a. Analogamente se demonstra que d | b. 

(ii) Como d € |, existem Xp, yo E A tais que d = axo + byg. Portanto, se d' é um 
elemento de A que divide a e b, então d' | d. # 
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A proposição anterior garante que as identidades de Bezout que relacionam 
aritmeticamente dois inteiros e seu máximo divisor comum (4.2, capítulo li) podem 
ser estendidas para um anel principal arbitrário. 


Corolário 1: Dois elementos, a e b, de um anel principal A são primos entre 
si se, e somente se, existem elementos Xy, yo E A tais que axo + byg = 1. 


Demonstração; De fato, se a e b são primos entre si, então a unidade do anel, 
aqui indicada simplesmente por 1, é máximo divisor comum desses elementos e, 
portanto, levando-se em conta o teorema, 1 = ax + byg, para convenientes elemen- 
tos Xq, Yo E A. 

Reciprocamente, se 1 = axo + byo, então todo divisor de a e b também é divi- 
sor de 1.Como, obviamente, 1 é divisor de a e b, então 1 é máximo divisor comum 
desses elementos e, portanto, eles são primos entre si, 4 

Convém acrescentar que a proposição e seu corolário 1 podem ser estendidas 
naturalmente para um número finito qualquer de elementos do anel, 

Corolário 2: Se d é um máximo divisor comum de a e b, com um deles pelo 
menos não nulo, então (a/d) e (b/d) são primos entre si. 

Demonstração: De fato, devido à proposição, existem Xy, Yo E A tais que d= 
= axo + byo. Daí, como d + 0,1 = (a/d)xg + (b/d)yo. O corolário anterior nos ga- 
rante então que (a/d) e (b/d) são primos entre si, # 

Proposição 6: Um elemento p + O de um anel principal A é irredutível (ou 
primo) se, e somente se, o ideal (p) é maximal. 

Demonstração: 

(->) Suponhamos p irredutível e consideremos um ideal / = (a) em A tal que 
(p) C I. Como p pertence ao primeiro desses ideais, então pertence também ao se- 
gundo e, portanto, p = aq, para um conveniente q E A. Sendo p irredutível, neces- 
sariamente um dos fatores, a ou q, é inversível, 

Ora, como para a primeira dessas possibilidades / = A e como para a segunda 
1 = (p), então o único ideal que contém (p) propriamente é A. Logo, (p) é maximal. 

() Suponhamos (p) maximal. Então (p) + A e, portanto, p não é inversivel. 
Suponhamos p = ab, com os fatores em A. Então (p) C (a) e, portanto, (a) = (p) 
ou (a) = A, No primeiro caso, a ~ p e b é inversível; no segundo, a é inversível e, 
portanto, b ~ p. # 

Nosso objetivo agora é mostrar que todo elemento não nulo e não inversível 
de um anel principal pode ser decomposto em um produto de fatores irredutíveis, 
“univocamente” em certo sentido, a ser explicitado no enunciado da proposição 7. 
Para isso precisaremos de dois lemas. 

Lema 1: Seja 1, C f, C 13 C .. uma sequência de ideais em um anel principal A. 
Então existe um índice r =1 tal que !, = l, = « OU seja, a sequência é estacionária. 
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„Demonstração: Para a demonstração precisaremos do fato de que o conjunto 
I =Ú, 1, é um ideal em A. De fato, se x, y E |, então existem índices m, n tais que x € 
e m e y € 1, Fazendo s = max{m, n}, temos x, y E 1, e, por conseguinte, x — y E 1. 
Logo, x — y E !, De maneira análoga se demonstra que, se x E fe a € A, então 
ax El 

Como A é principal, existe d € / tal que ! = (d). O fato de d estar em ! impli- 
ca que existe um índice r tal que d € /,. Portanto, ! = (d) C 1,. Como, obviamente, 
1, Ci então! = 1,. É claro, assim, que |, = f, ; 4 = 

Quando, em um anel com unidade, toda sequência crescente de ideais (consi- 
derada como ordem a inclusão) é estacionária, diz-se que esse anel é noetheriano, 
designação derivada do nome da matemática Emy Noether, de quem falamos na 
Nota histórica do início deste capítulo. Portanto, todo anel principal é noetheriano, 


Lema 2: Seja A um anel principal. Então todo elemento não inversível a E A tem 
um divisor irredutível nesse anel. 


Demonstração: Se a = 0, a demonstração é imediata. Caso contrário, conside- 
remos o ideal !g = (a). Se esse ideal for maximal, então, devido à proposição 6, a é 
irredutível, 

Se k não for maximal, então existe um ideal !, = (a,) em A, diferente de A, 
que contém propriamente /¿. Ou seja, fo C fy la + het, + A. Se 1, for maximal, 
então a, é irredutível. Mas, como (a) C (a;), então a; | a. Neste caso, a, é um divi- 
sor irredutível de a. 

Se 1, não for maximal, repete-se o raciocínio, o que levará à conclusão de que 
existe um ideal !, = (a,) em A, diferente de A, tal que (a,) C (a,), 1, + !. De novo 
temos pela frente as mesmas duas possibilidades: ou i, é maximal e a, é um ele- 
mento irredutível que divide a,, e, portanto, também a, ou 1, não é maximal. 

Mas, devido ao lema anterior, nenhuma sequência ly Cf, C fz C .. de ideais 
em A pode ser estritamente crescente. Logo, para um índice r + 1 o ideal 1, , 1= 
= (a, + 1) será maximal; o elemento a, . , assim obtido é irredutível e divisor de 
GA, ren O 0. É 


Proposição 7: Seja A um anel principal. Então todo elemento a E A, não nulo 
e não inversível, pode ser decomposto em um produto de fatores irredutíveis. Mais: 
duas decomposições em fatores irredutíveis, do mesmo elemento não nulo e não 
inversível, têm igual número de fatores e cada fator de uma delas é associado de 
algum fator da outra. 

Demonstração: 

(i) (Existência da decomposição) 

Se a E A é irredutível, nada a demonstrar. Então suponhamos a composto. De- 
vido ao lema 2, a tem um divisor irredutível p, E A, o que garante a existência de 
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a, € A (a, + 0, a, não inversível) tal que a = p,a,. Se o fator a, for irredutível, 
demonstração encerrada. Caso contrário, repete-se o raciocínio com a,, e assim se 
chegará a uma igualdade a, = p,a, em que os fatores estão em A e p, é irredu- 
tível, Nesta altura, a = p,P2G>. Se a, for irredutível, demonstração encerrada. Caso 
contrário, repete-se o raciocínio com a,, e assim por diante. Como a alternativa “a; 
não é irredutível” não pode se repetir indefinidamente (por quê?), então, numa 
dada etapa do raciocínio, a, = p, é irredutível e, portanto: 


a =P1P2.-Ps 
em que todos os fatores são irredutíveis. 

(ii) (Unicidade) 

Vamos supor a = p;p,...p, = Q192--G+- Essa igualdade nos diz que p,divide 
q192--4: €, portanto, uma vez que é primo, divide um dos fatores, digamos p; | q}. 
Mas q; é irredutível e, portanto, seus únicos divisores são, além dos elementos in- 
versíveis, seus associados. Como p, não é inversivel, então p; ~ q). Logo, q, = py. 
para algum elemento inversível u,. Da hipótese p;P>...P; = 4192-4; = (UP 12.41 
segue, cancelando-se p, que p,...p, = (U, 42)3...g,, em que os fatores, em ambos 
os membros, são elementos irredutíveis. A repetição desse raciocínio levará à con- 
clusão de que s = r (poderíamos ter, por exemplo, numa certa etapa do raciocínio, 
1=4s + 19s ¡ 2-Q,?) e de que, ajeitando-se os índices, se for o caso, pp ~ q7,P3 ~ 
~ GQ É 


3.2 Anéis fatoriais 


A definição que segue visa pôr em destaque certa categoria de anéis que abran- 
ge os anéis principais, conforme a proposição 7. 


Definição 6: Diz-se que um anel de integridade A é um anel fatorial se as se- 
guintes condições se cumprem: (i) Todo elemento a € A, não nulo e não inversível, 
pode ser escrito como um produto de elementos irredutíveis de A. (ii) Se a = pypz.. 
P, = q192..q, são duas fatorações de a em elementos irredutíveis de A, então r = 5 
e, para uma conveniente permutação w dos índices, P; ~ Gy (Í= 1,2, u r). 

Duas decomposições de um mesmo elemento em fatores irredutíveis, conforme 
o item (ii) da definição, dizem-se associadas. 


Exemplo 6: O anel Z é fatorial, De fato, o teorema fundamental da aritmética, 
conforme o enunciamos e provamos no capítulo Il, garante que as condições da 
definição anterior se verificam para os números inteiros estritamente positivos não 
inversíveis. Se a E Z é negativo não inversível, então a = (— 1)(—a), em que —a é 
estritamente positivo e, portanto, —a pode ser decomposto em um produto de 
números primos estritamemte positivos, de maneira única, salvo quanto à ordem 
dos fatores. A justificação se completa considerando-se que —1 é inversível em Z. 
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Exemplo 7: Um corpo K é um anel fatorial. De fato, não possuindo senão elemen- 
tos inversíveis, além do zero, não há em K elementos que contrariem a definição. 

Exemplo 8: Todo anel principal é fatorial, como mostra a proposição 7. 

Contra-exemplo 2: O anel ziy ] não é fatorial. De fato, 8 = 2 - 2 -2 = a + 
+ v-7 0 = í-7) eos fatores 2,1 + v-7 e1 — y-7 são irredutíveis no anel 
(ver exercício e Além do mais, é imediato que 2 não é associado nem de 1 + y —7 
nem de 1 — y —7 . Isso mostra que zh -7 ] não cumpre a condição (ii) da defi- 
nição 6 e, a que esse anel não é fatorial. 

Se A é fatorial, então na decomposição em fatores irredutíveis de um elemento 
a E A, não nulo e não inversível, pode ocorrer de alguns pares de fatores serem 
associados. Podemos ter, digamos, dois fatores irredutíveis distintos, mas associados, 
p e q. Neste caso, q = vp (ou vice-versa), para algum elemento inversível v. Logo, 
pg= vp?. Repetindo-se esse raciocínio sempre que dois ou mais fatores irredutíveis 
sejam associados, a decomposição se apresentará ao fim sob a forma 

a = upp? ap 
em que u é inversível (lembrar que um produto de inversíveis é inversível), r = 1,05 
«; são inteiros positivos e entre os fatores irredutíveis p; não há associados. 

Em certas situações pode ser conveniente decompor dois elementos em fatores 
irredutíveis do anel de maneira que em ambas figurem os mesmo fatores irredutíveis. 
Isso é sempre possível recorrendo-se ao uso do expoente nulo. Assim, se um elemento 
irredutível aparece na primeira decomposição com expoente não nulo e não aparece 
explicitamente na segunda, nós o inserimos nesta com expoente igual a 0. Com essa 
convenção, supondo que os elementos sejam a e b, podemos escrevê-los assim: 
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a=upp pp e b= vpPip;P2 pP (1) 
em que a;, B; = 0. 

Seguem algumas propriedades importantes dos anéis fatoriais. 

« Vamos mostrar, construtivamente, que dois elementos quaisquer de um anel 
fatorial tém máximo divisor comum, Justificaremos esse fato apenas para as situa- 
ções não triviais: dois elementos não nulos e não inversíveis. Indicando-se esses 
elementos por a e b e supondo-se que suas decomposições em fatores irredu- 
tíveis sejam as de (1), então o elemento 

d=p pp 
em que à; = min{a; B;}, é um máximo divisor comum de a e b. 
De fato, como 3; = a; e ô< B; então d | a e d | b. 
Por outro lado, se d’ E A e d' | a e ďd' | b, então: 
d = pi” pr? p," 
com Y, = o = p;. Logo, Y; = minfa, B,) e, por conseguinte, d' | d. 
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+» Se a e b são elementos de um anel fatorial, dos quais um pelo menos não é 
nulo, e se d é um máximo divisor comum desses elementos no anel, então a/d e 
b/d são primos entre si Recorreremos novamente à convenção usada para es- 
crever a e b com os mesmos fatores primos e expressa nas igualdades (1) e à pro- 
priedade anterior. Então, se p;*' é fator de a e pf: é fator de b, os fatores respectivos 
de d, a/d e b/d são: p/', em que Y; = minfa,, Bi} p “e p° “Masa;— Y=0 
ou B; — Y; = 0. Portanto, minfa, — Y; B; — Yi} = 0. Como esse mínimo é o expoente 
de p; no máximo divisor comum de a/d e b/d, então não há efetivamente fatores 
irredutíveis comuns a esses elementos, o que justifica nossa afirmação de que eles 
são primos entre si. 

+ Se dois elementos a e b de um anel fatorial A não são primos entre si, então 
eles têm um divisor comum irredutível. De fato, com essa suposição, se d indica 
um máximo divisor comum de a e b, então d + O e d não é inversível. Logo, pode 
ser decomposto em fatores irredutíveis, conforme a definição 6. Qualquer desses 
fatores irredutíveis é divisor de a e de b. 

+ Se p é irredutível e p | ab, ou seja, ab = pq, para algum q E A, então p | a ou 
p | b. Com efeito, se decompusermos cada um dos fatores do primeiro membro 
de ab = pq em fatores irredutíveis, então, pela “unicidade; p deve ser associado de 
um desses fatores. Se esse fator for fator de a, então p | a, caso contrário p | b. Isso 
mostra que em um anel fatorial todo elemento irredutível é primo. 


3.3 Anéis euclidianos 


Introduziremos agora uma categoria especial de anéis principais. A inspiração é 
o algoritmo euclidiano, que, como já vimos, vale tanto no anel Z como em qualquer 
anel K[x], se K é um corpo infinito. Primeiro é preciso generalizar esse algoritmo. 


Definição 7: Seja A um anel de integridade e suponhamos que se possa definir 
uma aplicação d; A* = A — {0} —> N que cumpra as seguintes condições: 

(i) Se a, b E A”, então d(ab) = día). 

(ii) Se a,b E Ae b + O, então existem q, r E A (o quociente e o resto, respec- 
tivamente) tais que a = bq + r, em que r = 0 ou dir) < dib). 

Neste caso, diz-se que A é um anel d-euclidiano ou, subentendida a aplicação 
d, simplesmente euclidiano. 

A definição dada não assegura a unicidade do quociente e do resto. Quanto a 
essa questão, vale o seguinte resultado (ver exercício 29):“Para que o quociente e 
o resto na condição (ii) da definição sejam únicos, é necessário e suficiente que 
día + b) = maxld(a), d(b)}". 

Exemplo 9: O anel K [x] quando K é um corpo. 

Neste caso, pode-se tomar como d = à: (KIx])* — N a função “grau”, isto é, a 
função que associa a cada polinômio não nulo seu grau. 
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De fato, como já vimos, se f e g são polinômios não nulos, (fg) = 0f) + 
+ 0(9) > 9(f). Além disso, se f, g € K[x] e g não é o polinômio nulo, o algoritmo 
euclidiano nos garante que existem q, r € K[x] tais que f = gq + r, em quer =0 
ou atr) < alg). 

Exemplo 10: O corpo Q, tomando-se como d a função definida por d(x) = 1, qual- 
quer que seja x € Q*. 

De fato, se a, b E Q*, então d(ab) = 1 = día). 

Se a,b E€ Q e b + 0, então a = b(a/b) + 0. 

De maneira análoga pode-se transformar todo corpo em um anel euclidiano, 

Exemplo 11: Mostraremos agora que o anel Z [1] dos inteiros de Gauss é euclidia- 
no quando se toma como d a função que associa a cada elemento não nulo de Z [i] 
(inteiro de Gauss) sua norma. Lembremos primeiro que, se a = x + yi é um inteiro 
de Gauss, então N(a) = x? + y? e, portanto, N(a) = 1 se a + 0, Então, se a e B 
sáo dois inteiros de Gauss náo nulos: 

N(aB)= Níu)N(B) > N(a) 

ou seja, a condição (i) da definição 7 se verifica para a função considerada. 

Consideremos a, B E Z [i],B + 0.Entáo a/B =r + si em queres são números 
racionais. Tomemos dois inteiros m e n tais que 


1 1 
lr-mis5 e ls-nis5 
o que sempre é possível. Usando-se os inteiros m e n, a igualdade «/f = r + si 
pode ser escrita assim: 
a/B=m+ni+(r- m) +{s- ni 
Multiplicando-se ambos os membros por B: 
a = Blin + ni) + Bir- m) + {s — ni 
Fazendo-se (m + ni) = k e Bl(r — m) + (s — mi] = p a igualdade anterior fica 
a=ßk+p 
Notemos, por último, que, se p + 0, então: 
N(p) =N(B)NI{r- m) + (s = nil = NBlEr—m)? + (s—n)?] <N(B)(1/4 +1/4) < N(B) 
Isso completa a justificação. 
Proposição 8: Todo anel d-euclidiano é principal. 
Demonstração: Seja A um anel euclidiano e consideremos um ideal / + (0) 
nesse anel. O conjunto [d(x) |x € / e x + 0} é uma parte de N e, portanto, tem 
um mínimo d(b). Mostraremos que ! = (b). 


Como b E 4 então obviamente (b) C I. Para demonstrar a inclusão contrária, se- 
ja x um elemento genérico de !. Como b + 0, a condição (ii) da definição de anet 


Co 337 € 


eudlidiano, aplicada a x e a b, assegura que existem q,r E A tais que x = bg + r, em 

que r + 0 ou d(r) < d(b). Daí, r = x — bq e então r € |. Como, dada a escolha de b, 

a alternativa r + 0 não pode ocorrer, então x — bq = 0,x = bq e, portanto, x E 1, 
Corolário: Todo anel euclidiano é fatorial. 


Exemplo 12: Se K é um corpo, então K[x] é fatorial, pelo fato de ser euclidiano 
e, portanto, principal (exemplo 8). 


23. Sejam / = (a) e J = (b) ideais em um anel principal A. Se f + J = (d), prove que 
d é um máximo divisor comum de a e b. 


24. Sejam a, b e c elementos de um anel principal. Demonstre que: 

a) 1 (unidade do anel) é um máximo divisor comum de a e 1; 

b) se d é um máximo divisor comum de a e b, então de é um máximo divisor 
comum de ca e cb; 

c) se a | bc e a e b são primos entre si, então a | c; 

d) se a e b, bem como a e c, são primos entre si, então a e bc são primos entre si; 

e) se a e b são primos entre si e se a | c e b | c então ab | c; 

f) se d + 0 é um máximo divisor comum de a e b, então a/d e b/d são primos 
entre si. 


25. Mostre que o ideal (s, 1+ 2y —6 ) no anel Z ly -6 ] não é principal. 


26. Exibindo duas decomposições do número 8 em fatores irredutíveis não associa- 
dos de Z L=71, mostre que esse anel não é fatorial, (Observar que a conclu- 
são pura e simples de que Z y=7 ] não é um anel principal poderia ter sido 
obtida do fato, a ser provado aqui, de que esse anel não é fatorial.) 


27. Exibindo duas decomposições de 18 em fatores irredutíveis não associados de 
Z k —17 1 mostre que esse anel náo é fatorial e, portanto, náo é principal. 


28. Seja A um anel d-euclidiano. Prove que: 


a) se a é um elemento não nulo de A, então día) = d(1); 
b) se a, b E A* são associados, então d(a) = d(b); 
<) um elemento não nulo a € A é inversível se, e somente se, d(a) = d(1). 


29, Prove que na definição 7 a unicidade do quociente e do resto vale se,e somente 
se, d(a + b) = maxídta), d(b)}. 
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(—) Suponhamos que, para o mesmo par de elementos a, b (b + 0), se tenha: 
a=bg + r{r=0 ou dir) < díb)) e a = bq, + r, (r, = 0 ou d(r)< dí(b)), com r + r 
e, portanto, q + q,. Então: dib) = dilg — q,)b) = dir — r) = maxídin, di—rJ) < dib). 
Absurdo. m 


30. Encontre quociente e resto, no ane! dos inteiros de Gauss, na “divisão aproxima- 
da” de « por f, nos seguintes casos: 
aja=5-2¡efB=6+ik 
ba=3+15ieB=1-—3i. 


31. Mostre que são euclidianos os anéis Z Í n | para n = —2, 2 e 3. 
Sugestão: Escolha como d: (Zi n])" — N a função definida por dla) = |N(c) 
e proceda como para o anel dos inteiros de Gauss. 


32. Encontre quociente e resto, no anel Z k 2 l]; na “divisão aproximada” de a por B, 
conforme o exercício anterior, nos seguintes casos: 
a)a=4+242 ep=2+12; 
ba=4-v2eB=2+22. 


33. Consideremos o anel A = Z [i] dos inteiros de Gauss. 


a) Mostre que ! = (3) é um ideal maximal em A e que, portanto, A// é um corpo. 

b) Prove que o anel quociente Z [i]/! é formado de nove elementos. 

b) Seja a um elemento do anel A e consideremos a classe « +1. Aplicando-se o algo- 
ritmo euclidiano a « e 3:a = 37 + p, em que p = 0 ou Níp) < N(3) = 9. 
Segue daí que a + f= p + I (por qué?); se N(p) = então p=0ep 4 |=0 +=} se 


N(p) = 1, então p = +1, +i, elementos que determinam quatro classes distintas entre 


si e de | (por qué?); se N(p) = 2, então p = +1 Li, elementos que determinam mais 
quatro classes distintas entre si e das anteriores (por qué?). E como não há outras 


possibilidades (por quê?), então o número de classes distintas é nove. E 


34. Se | é um ideal em A = Z [1], mostre que o anel quociente é finito. 
Sugestão: Generalizar o raciocínio usado na resolução de 33. b. 


35. No anel Z [í] encontre decomposições em fatores irredutíveis dos números 6 


e —9 + 121 e, através delas, determine um máximo divisor comum desses 
números. 
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36. Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Um elemento m E A se 
diz mínimo múltiplo comum de a e b se: (i) m é múltiplo de a e b; (ii) todo 
múltiplo de a e b é múltiplo de m. Isso posto, se a, b são elementos de um anel 
principal, prove que: 

a) todo gerador de (a) N (b) é um mínimo múltiplo comum de a e b; 
b) se d é um máximo divisor comum de a e b e m um mínimo múltiplo comum, 
então ab ~ dm. 


b) Mostraremos que (a) N (b) = ((ab)/d), o que é suficiente (por quê?).Se x E ((ab)/d), 

então x = [tab)/dX, para algum t E A. Mas, como d é divisor de b, então (b/d)t E A 

e portanto, x = [(ab)/d]t= al(b/d)t] € (a); analogamente se mostra que x € (b). Ago- 

ra, se x E (a) e x E (b), então x = at, = bt, para convenientes elementos t,, ty E A. 

Mas, como d é um máximo divisor comum de a e b, então s, = a/d e s, = b/d são 

primos entre si (exercicio 24f). Substituindo a e b em at, = bt, respectivamente por 

ds, e ds, obtemos dst, = ds,t,. Daí, s,t, = s2t, €, COMO Sy; Sz E À são primos entre 

si então s, | t, (exercício 24c). Se t,/s, = k, então t, = s,k e, portanto, x = bt, = bsk. 

Como, porém, s, = a/d, então x = [(ab)/d]k, o que mostra que x € ({ab)/d). E 

37. Com base no item b do exercício anterior em Z[i], encontre um mínimo múlti- 
plo comum dos elementos « e B nos seguintes casos: 


aa=3eB= 
b)u=6ep=-9+ 121 


4. POLINÓMIOS SOBRE ANÉIS FATORIAIS 


Nesta seção o símbolo A indicará sempre um anel fatorial infinito. Vale lembrar 
que, como mostramos em 3.2, dois elementos quaisquer de um anel fatorial sempre 
têm máximo divisor comum. Esse resultado, obviamente, pode ser estendido para 
um número finito qualquer de elementos do anel. 


Definição 8: Um polinômio não constante pertencente a ALx] se diz primitivo 
se a unidade de A é um máximo divisor comum de seus coeficientes. Em outras 
palavras, isso significa que os únicos divisores dos coeficientes do polinômio são 05 
elementos inversíveis do anel. 


Exemplo 13: O polinômio f(x) = 2 + 2x + 3x? € Z [x] é primitivo, pois 
mdc(2,3) = 1. 


Proposição 9: Seja f(x) = ag + ayx + ax? +... + ax” € Alx] um polinômio 
não nulo. Então existem um elemento d € A e um polinômio primitivo f* € A[X], 
de mesmo grau que f, tais que f = df”. 
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Demonstração: Se d = mde (ag, dh, «+ An), então as = do, 04 = dyr 0, = dG, 
para convenientes elementos qo, Gy: -» Gn E À, primos entre si. Daí: 


f(x) = (dao) + (da )x + (dq3)x? + .. + (dgn) x" = digo + qx + qu + + qnx”). 


Fazendo-se F*(x) = do + qX + qX? + «+ qax”, então f* tem o mesmo grau 
de f, é primitivo e f = df*.% 


Proposição 10: Seja $ € A[x] um polinômio não constante, Se f é irredutível, 
então f é primitivo. 

Demonstração: De fato, suponhamos que f não fosse primitivo e indiquemos por d 
um máximo divisor comum de seus coeficientes. Então, devido à proposição anterior, 
f = df*,em que 9($*) = 9(£). Observemos porém que, como d não é inversível em 
A, também não o é em A[x]. Por outro lado, f* também não é inversivel em A[x] já que 
tem o mesmo grau de f (lembrar que os inversíveis de A[x] são os mesmos de A e, 
portanto, têm grau zero). Então f = d'f* é uma decomposição não trivial de fem Alx], 
o que contraria a hipótese de f ser irredutível sobre A. De onde, f é primitivo. 4 


Contra-exemplo 3: Um polinômio primitivo pode não ser irredutível. 
O polinômio f(x) = 2 + 5x + 2x? é primitivo, mas composto em Z [x], uma 
vez que 
fix) = (2x + Dlx+ 2) 


Nosso objetivo agora é demonstrar o critério de irredutibilidade de Eisenstein 
para polinômios sobre um anel fatorial. Ferdinand R. Eisenstein (1 823-1852), alemão, 
foi um brilhante matemático, muito admirado por Gauss, com quem estudou. Ao mor- 
rer precocemente, aos 29 anos de idade, Eisenstein já era professor da Universidade 
de Berlim e membro da Academia de Ciências dessa cidade, graças a uma produção 
científica volumosa e especialmente brilhante. 

Para chegar ao critério de Eisenstein precisaremos de três lemas, 


Lema 3: Se f, g € A[x] são polinômios primitivos e para elementos a, b € A 
vale a igualdade af = bg, então a ~ be f ~g. 


Demonstração: Façamos af = h e seja d um máximo divisor comum dos coefi- 
cientes de h. Então h = dh*, em que h* é um polinômio primitivo e de mesmo grau 
que h (proposição 9). Por outro lado, como af = h, então a divide todos os coeficien- 
tes de h e, portanto, a | d em A. Logo, d = ac, para um conveniente elemento c E A. 
Desse modo: 

h = dh* = ach* = af 
e o cancelamento de a na última igualdade leva a f = ch*, o que mostra que c di- 
vide f e, portanto, seus coeficientes, já que c € A. Como f é primitivo, então c é 
inversível. Levando-se em conta que d = ac, conclui-se que d ~ a. Da mesma forma 
demonstra-se que d ~ b, De onde, a ~ b. 
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Agora, o fato de a e b serem associados implica a existência de um elemento 
inversível u E A tal que b = au. Usando esse fato em af = bg (hipótese), obtemos 
af = aug e, portanto, f = ug, em que u é inversível em A e, portanto, em A[x]. Isso 
mostra que f ~ g, como queríamos demonstrar. # 


Lema 4 (lema de Gauss): O produto de dois polinômio primitivos f, g € A[x] 
também é um polinômio primitivo. 

Demonstração: Suponhamos f e g definidos respectivamente por f(x) = ay + 
+ ax + ae + + a,x e g(x) = bo + bx + bx +... + bx e que o produto 
fg=Gtex+ CX? + + C X+ * não fosse primitivo. Existiria então em A um 
elemento irredutível p divisor de todos os coeficientes de fg. Mas esse elemento 
não divide todos os coeficientes de f, nem tampouco todos os de g. Seja a, O coe- 
ficiente de f não divisível por p com maior índice e, analogamente, b, o coefi- 
ciente de g não divisível por p com maior índice. Observemos então o coeficiente 


Cmtn=00bm+ nt On 1 + FE Oba Hm + Amen 101 + Am+ nbo 
Devido às suposições feitas, p divide todas as parcelas do segundo membro 
dessa igualdade anteriores e posteriores ao produto a,b, Como p | Cm 1 n então 
P | amb, e, sendo irredutível, divide um desses fatores. Como essa conclusão é con- 
traditória com a escolha dos coeficientes am e b,, então a suposição de que fg não 
é primitivo deve ser descartada. De onde, a tese, 7# 


Lema 5: Seja Ko corpo das frações de A. Se o polinômio f € ALx] é irredutível 
sobre A, então também é irredutível sobre K. 


Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que f fosse composto em K[x). 
Existiriam então polinômios g, h € K[x], de grau > 1, tais que f = gh. Os coefi- 
cientes de f e g são frações cujos termos pertencem a A. Indicando-se por a o 
produto dos denominadores dessas frações: 

af=g1h, (2 
em que g; e h, € A[x] e têm o mesmo grau que g e h, respectivamente. Se b, c e d 
denotam, respectivamente, máximos divisores comuns dos coeficientes de f, g, € 
hy, então: 

f=bf, g,=cg, e h,=dh, (3) 

em que $,,9> e h, são primitivos e de mesmo grau que f, g, e h,, respectivamente 
(proposição 9). De (2) e (3) resulta: 

abf, = cdgzh, 

Como 95h, é primitivo, devido ao lema de Gauss, então o lema 3 garante que 
ab ~ cd e f, ~ għ. Assim: 

fi = ugh 
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para um conveniente elemento inversível u € A, e, portanto: 
f = bf, = (ubg,)h, 

Como (ub)g, e h, são polinômios de A[x] que têm graus iguais aos de g, e hy, 
respectivamente, e, portanto, > 1, então f é composto sobre A, o que é absurdo, 
uma vez que essa conclusão contraria a hipótese, # 

Proposição 11 (critério de Eisenstein): Seja f (x) = ag + ax tax +... + ax” E 
€ Alx]. Se existir um elemento irredutível p E A que seja divisor de ag, ay, uw Ap — 1 
mas não de a, e se p? não divide ay, então f é irredutível sobre o corpo das fra- 
ções de A. 


Demonstração: Seja K o corpo das frações de A e suponhamos f composto em 
K[x]. Então f é o produto de dois polinômios de grau = 1 de K[x]. Mas, conside- 
rada a contrapositiva do lema anterior, f também poderia ser decomposto em um 
produto de dois fatores não triviais de A[x]: 

fix) = (by + bix + bax? + u + bx co + cx + xl + m H cx!) 

Como p | ao = bocy e p°? não divide ay, então p | by ou p | co, exclusivamente. 
Suponhamos que p | bo. Como p não divide a, = b,c, então p não divide b,. Isso 
posto, seja s (0 < s = r < n) o menor índice tal que p não divide b,. Portanto, p | bo 
pibi..plb, ep não divide b,. 

Como 

a, = bots + bic; -1 + bacs -a tn + bs 101 + bg 
e p | a,, pois s < n, então p | b,cy. Não dividindo co, então p | b,, o que é absurdo. 7# 

Exemplo 14: O polinômio f(x) = 7 + 14x + x% E Z [x] é irredutível em O [x]. 
De fato, considerando o número primo p = 7, vemos que 7 | 7,7 | 14,7 não divide 
1 e 7? não divide 7. Uma generalização simples do exemplo dado mostra que em 
O [x] existem polinômios irredutíveis de grau arbitrariamente grandes. 

Para encerrar o capitulo, mostraremos que, se um anel A é fatorial, então ALx] 
também o é, mas que A pode ser principal sem que A[x] o seja. 

Usaremos para isso o seguinte fato; se a E A é irredutível como elemento des- 
se anel, então também é irredutível como elemento de A[x]. Vejamos a justificação. 
Primeiro, a não é nulo (pois A e A[x] têm o mesmo zero) e não é inversivel em A[x], 
pois os inversíveis desse anel são os mesmos de A. Por outro lado, uma decompo- 
sição de a em um produto de dois fatores de ALx] só é possível se esses fatores 
tiverem grau zero e, portanto, pertencerem a 4. Logo, é uma decomposição em A, e, 
devido à hipótese, um dos fatores é inversível em A. Portanto, esse fator também é 
inversível em ALx]. 

É necessário também o lema seguinte. 

Lema 6: Seja A um anel fatorial. Então todo polinômio irredutível f € ADJ 
também é primo. 
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Demonstração: Suponhamos que f | gh em A[x]. Denotando-se por K o corpo 
das frações de A, é claro que f também divide gh em K[x]. Mas, como f é irreduti 
vel sobre K (lema 5) e K[x] é principal, então f é primo em K[x} e, portanto, f | g ou 
f | h (novamente em K(x]). Trabalhemos com a primeira dessas possibilidades. 

Existe então um polinômio m' € K[x] tal que g = m'f. Mas, se c é o produto dos 


f E 1 , 
denominadores de m, então cm’ = m, ou gm =m,em quem E A[x] e tem o mes- 


mo grau que m. Consideremos agora a decomposição fornecida pela proposição 9 
para g e m: g = ag* e m = dm*, em que a, dE Ae g*,m* E A[x], são primitivos e 
têm o mesmo grau que g e m, respectivamente. Logo: 


ag*=g=mf= (Em = e dm) 
Daí: 
acg* = dfm* 
Mas fm* também é primitivo e, portanto, devido ao lema 3: 
and e gt fm 
Logo: 
g*=ufm* 
para algum elemento inversível u € A, e dai: 
g=aufm* 
igualdade que mostra que f | g em Alx]. # 
Proposição 12: Se um anel A é fatorial, então A[x] também é um anel fatorial. 


Demonstração: Seja f E A[x], f + 0 e f não inversível. 

(i) (Decomposição em fatores irredutíveis) 

Raciocinaremos por indução sobre o grau de f. Se (f) = 0, então f E A. De- 
compondo f em fatores irredutíveis de A (o que é possível, pois A é fatorial), tere- 
mos a decomposição desejada, uma vez que, como vimos, esses fatores também são 
irredutíveis em AD. 

Suponhamos agora que à (f) =n > 0 e tomemos por hipótese que a decompo- 
sição seja possível para todo polinômio de grau r, com O = r < n, Devido à 
proposição 9, se d é o máximo divisor comum dos coeficientes de f, então existe 
um polinômio primitivo f* E A[x] tal que f = df*. Caso f* seja irredutível, basta 
decompor d em fatores irredutíveis para obter a decomposição desejada para f. 
(Neste caso, se d fosse inversível, f = df* seria essa decomposição.) Caso f* seja 
composta, então existem polinômios g, h E A[x] tais que 

1 = 549), dlh) < alf*) e f*=gh 

Aplicando a hipótese de indução para g e h e raciocinando com d como no ca- 

so anterior, obteremos a decomposição de f conforme o enunciado. 
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(ii) (Unicidade) 
A demonstração fica como exercicio. Sugerimos ler a demonstração da propo- 
sição 7 e frisamos que o lema anterior é imprescindível para o raciocínio. 4 


Exemplo 15: Como Z é fatorial, o mesmo se pode dizer de Z [x]. 


Contra-exemplo 4: Mostraremos agora que o anel fatorial Z [x] não é principal, 
embora Z o seja. Com isso, mostraremos também que não vale a recíproca da pro- 
posição 7. Para isso basta dar um exemplo de um ideal em Z [x] que não seja princi- 
pal. É o caso de | = (2, x). De fato, se ! fosse principal, existiria um polinômio f E Z [x] 
tal que != (f). Então, por pertencerem a £ os polinômios 2 e x poderiam ser escritos 
na forma 2 = fg e x = fh, para convenientes polinômios g, h € Z [x]. Daí, f | 2 
em Z [x] e, portanto, f = +1 ou f = +2, Mas como, também, f | x e nem +2 nem 
—2 são divisores de x em Z [x], segue que f = +1. Então != Z [x] e, portanto, todo 
polinômio de Z [x] seria do tipo 

2(do + a,x + a,x? + + a,x) + x(bo + bix + by? + + bx) = 
=2a9 + (2a, + bx + (2a; + box + ~. 
ou seja, teria como primeiro coeficiente, escrito na forma padrão, um número par, 
o que é absurdo. Logo, efetivamente o ideal ! = (2, x) não é principal e, por con- 
sequência, Z [x] não é um anel principal. 


38. Considere os ideais 1 = (x, 2x + 1; e J = (x, 5x + 2; em Z [x]. Mostre que / é 
principal mas 3 não é. Algum deles é maximal? Justifique. 


39. Represente cada um dos polinômios de A[x] na forma de um produto de um 
elemento de A por um polinômio primitivo sobre A: 
a) 3x? +6x+6,A=Z 9I2+(0++00A=Z1i 
b) 2x2 +2x+1,4=R d 2e +(2- 42)x+4,4=ZL2] 


40. Seja A um anel de integridade infinito. Se K é o corpo das frações de A, repre- 
sente cada um dos polinómios de K[x] como o produto de um elemento de K 
por um polinómio primitivo sobre A: 


12,1 
+ +A =Z 
a) gx 2* 6,4 


x — + A= ZI 
gp 


2 4-2; 
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a+! .A=Zlv21 


1 
as 
gl 
4 
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41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Mostre, através do critério de Eisenstein, que são irredutíveis sobre () os seguintes 
polinômios inteiros: 

a) 2 + 2x + 4x +32 

b) x50 — 7 


Mostre, através do critério de Eisenstein, que são irredutíveis sobre o corpo das 
frações de A os seguintes polinômios: 

a) = (2 + (14 ipê + (1 i, A= ZE 

b) x -= 3,A = Z{i] 

98-30 + 6x +1 + 4-2 Azia] 


A recíproca do lema 5 é verdadeira ou falsa? Prove ou contra-exemplifique. 


+ Sejam A um anel fatorial infinito e p E A. Se p é primo em A, prove que p tam- 


bém é primo em A[x]. 


Seja A um anel fatorial infinito. Prove que um divisor de um polinômio primi- 
tivo f € A[x] também é primitivo. 


Sejam A um anel de integridade e (p: A — A um isomorfismo de anéis. Prove que: 


a) se p E A é um elemento primo, então «p(p) também é primo; 
b) se p € A é um elemento irredutível, então (p) também é irredutível. 


Seja A um anel de integridade infinito. Mostre que q: A[x] -> A[x] definida por 
(f) = g,em que g(x) = f(x + 1), para todo x E A, é um isomorfismo de anéis. 


Se p é um número primo, mostre que é irredutível sobre Q o polinômio inteiro 
f definido por f(x) = 1+ x +x? + + xP 70, 
Jer! 


Sugestão: Observar que f(x) = + usar o isomorfismo introduzido no exer- 


cício 47 e, a seguir, o critério de Eisenstein. 
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RESPOSTAS DE ALGUMAS QUESTÓES 


Capítulo | 


1. verdadeiras; a, c, d 
falsas: b, e 


2.8=(1,C=(8,1,41),(1, 2) 


3. a) A=(1,2,3,4) 8 =(4,5) e C=(3,4,5) 
b)A=41,2,3,4,5),B=14,5,6,7) e 
C= (4,5, 6,7, 8) 
7. a) MA) = {0 2h 0, (09,60, 0,49, (1), 
{1 0) 1,01) 
c) 64 
9. 470 


Nas 
b) / (conjunto dos números irracionais) 
E) 


d) (1/2, 3/4, 5/6, ..) = f 
e) A 


2n-1 
2n 


n= 123.) 


12.4 


13. a) respectivamente: /,/,[5, + =L, {1/2, 3/4, 
5/6, ...), AU B 


16.A = (2, 4,6, 8, 10) 
B=(3,6,9,12) 
C=(4,8,12 


17. verdadeiras: a, b, c, d, f, g, 1 
falsas: e, h, j 


18.2,b,d,e 


19.a) Se A é um triángulo, entáo qualquer 
lado de A é menor que a soma dos 
outros dois. 

b) Se p é um número primo diferente 
de 2, então p é impar. 


c) Se x é um número real tal que -2 < 
<x < 2, então x? < 4, 

d) Se duas retas são paralelas entre si e se 
não são paraletas ao eixo das ordena- 
das, então essas retas têm o mesmo 
coeficiente angular, 

e) Se uma função real de variável real é 
diferenciável num ponto, então ela é 
contínua nesse ponto. 

f) Se uma das filas de um determinante 
é formada de zeros, então esse deter- 
minante é nulo. 


20. verdadeiras: b, c 
falsas: a, d 


21.a) Existe x, x > 2, tal que x? < 4. 

b) Existe um triânguto retângulo que é 
eqúilátero. 

c) Existe um número real x tal que, qual- 
quer que seja o inteiro n, verifica-se 
nax 

d} Qualquer que seja o número complexo 
zvalezº 4-2, 

e) Existem retângulos que não são para- 
lelogramos. 

f) Existem planos paralelos tais que um 
deles contém uma reta que não é para- 


lela ao outro. 
22. a) 3x d) ax 
b) Yx e) 3x 
o) Yx f) ax 
23.3) (WO(3y) d) (3x){ay) 
b} (vx) (Yy) e) (Wx) Vy} 


o (ax)(ay) 


24. verdadeiras: a, c 
falsas: b 
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25.a, cd 
26.b d, e 


27. Reciprocas: 

a) Se a soma de dois números inteiros é 
par então esses números são impares. 

b) Se uma função real de variável real é 
diferenciável num ponto, então ela é 
contínua nesse ponto. 

c) Se o determinante de uma matriz é dife- 
rente de zero, então a matriz correspon- 
dente é inversível. 

d) Se um polinômio real tem duas e ape- 
nas duas raízes complexas, então esse 
polinômio tem grau 2. 

€) Se todas as retas de um plano são per- 
pendiculares a um outro plano, então 
os dois planos são perpendiculares 
entre si. 

Contrapositivas: 

a) Se a soma de dois números inteiros 
é impar, então um deles é par, 

b) Se uma função real de variável realnão 
é diferenciável num ponto, então ela 
não é contínua nesse ponto, 

e) Se o determinante de uma matriz é 
igual a zero, então essa matriz não é 
inversivel. 

d) Se o número de raízes complexas de 
um polinómio real é diferente de dois, 
entáo o grau desse polinómio é dife- 
rente de 2. 

e) Se num plano há uma reta que não é 
perpendicular a um segundo plano, 
então os dois planos não são perpen- 
diculares. 


28. Reciprocas: 
verdadeiras: b, c, d, e 
falsas: a 
Contrapositivas: 
verdadeiras: a, c, d 
falsas: b, e 


29. Se a = c então a = b oub =c. 


30. Se três pontos distintos, A, 8 e C, de um 


piano são tais que AB = AC + BC, então 
esses pontos são colineares. 


3L.ax=1 Jx=0 
b)x=10 d)x = 1/2 
Capítulo 1 


10. a = 57,56, 55, 54 e, respectivamente, = 4, 
18, 32, 46. 


12,111 


16. c) mdc (42, —96) = 6 
42-7+(-96):3=6 


17.48 

18.500 e 180 
24.780=22.3:5-13 
25.b)22.31.50.130.130=12 
31,144 


33.b)((2 - 2,4 — 5t)]te z} 
d) ((18 + 23t,- 3 — 4t) | t € Z} 


34,56 e 44 

35, —60 — 77t(t=—1,-2,-3,..) 

36. 60 inteiras e 4 meias 

37.255 — 37t (t = —7, -8, —9, ..) 
38. a) 1 b)1 do 
40.0 


103 (mod 2210) 
128 (mod 6061) 


47.3930 


Capítulo Il 


1. a) R, = (1,0), (3, 2), (5, 4), (7, 6) 
R= {(1, 2), (1,4), 0,6), 3,4), 8, 6) 15,6) 
R =Ø 
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b) D(R,) = {1, 3, 5,7} e Imí(R,) = (0, 2,4, 6} 
1,3, 5) e Im(R,) = {2, 4, 6} 
DIR) = Ø = Im(Rs) 


2. a) E = {a, b, c, d, e} 

= fa, b, c, d} e Im(R) = {b, c, d, e) 
(tb, a), (c, b), (d, c), (e, d)) 
(b,c,d, ej e im(R *) = (a,b, 


b)D(R)=(xER|-1<x=1 

dImaj=per|-2<y<2 

d) RT? = 4 y) € R? | x? + 4y?= 4) 
4. a) R = {(1, 3), (4 2), 7, 1) 

b) DIR) = (1,4,7) 

O Im(R) = {1, 2, 3} 

d) RT? = {(3, 1), (02,4), (1,7% 


b)2m 


Y 


. a) mn 


6ROAR=DeRUR=ExE 


n 


l R, U R = (64,9) | xRy ou xR,y) 
R, N R, = (0%, y) | xR y e xRy) 
xy) E R, > (y) E R, 


8, a) R = {(1, 1), (1, 3), 0, 5), (2, 2), (2, 4), 
(3,1), (3, 3), (3, 5), (4, 4, (4, 2), (5,5), 
(5, 3}, (5, 1) 


c) R é reflexiva, simétrica e transitiva; R não 
é anti-simétrica. 


9. R é reflexiva, simétrica e transitiva. 


10.5 não é reflexiva, simétrica, antisimétrica e 
transitiva. 

11.R é simétrica (apenas). 

12.a) 6 
b) R = ((ab, ab), (ab, de), (de, ab), (de, de), 


(bc, bc), (bc, ef), (ef, bc), (ef, ef), (cd, cd), 
(cd, fa), (fa, cd), (fa, fa)) 


é b 
d a 
e f 
Q reflexiva 
simétrica 
transitiva 


13. reflexivas: Ri, R3 € Ra 
simétricas: Ry, Ra, Ra € Rs 
transitivas: Ry, Rz, Ra € Rs 
anti-simétricas: Ry, Rz € Rs 
14. R, = {01 1) (2, 2, (3, 3), (4, 4}, (1, 2), (2,3), 
623 
R = {0 D, 2, 1} 01,3} 6 1) 
Rz = {01, 2), {2, 3), (1,3), (2, 1) 
R4 = {01.2 (2,3), 6,8} 


16. Ø, fía, a)}, (ta, b)}, Ab, bd), (6, ad, 
tia, a), ta, 6), Xa, a), (b, b), (la, a), (b, a, 
(ta, b), (b, b), (o, b), (b, a)), Mb, b), (b, adh, 
(ta, a), (a, b), (b, bj), (la, a), (b, b), (b, a)), 
fía, a), (a, b), (b, ad), (ta, b), (b, b), (b, ah 
ExE 


18. reflexiva: R4 
simétricas: todas 


20. reflexiva: Rg 
simétricas: R7 € Rg 


21. R} € R4 

22.a 

24.a 

27.b)0=(0,-2), 72 = {0, -2}, 4 = {4, —6) 
28. b) E/R = {{-3, -2, 1, 0), (1), (2), BH 


C 349 E) 


2 


E 


30. 


3 


32; 


3 


w 


35, 


36. 


3 


N 


39. 


, a) O = {0, 4, 8}, T = {1, 5, 9} 


b) E/R = {{0, 4, 8}, {1, 5, 9), {2, 6, 10),(3,7H 


b) 700 = Z 
905s (xt Ixez] 
2 


.b) classe do a =Q 


da=0ac0 
d)12=(x+12|x€ O 


b) THF = (by) E C]x? + y?=2) 


. C/R é o conjunto das retas paralelas ao 


eixo real. 

(x y) ER? | xy = 0} 

wy ER |xy=1} 

R2/5 é o conjunto de hipérboles xy = k. 
(1,D)= (0 y) ER |x- y=0} 
(173) = (xy) E R? |x- y=-2) 
R?/T é o conjunto das retas paraletas à 
retax— y=0 


GO 


£)congruéncia módulo 2 


Ry = fla, a), (b, b)} e R¿=ExE 
+ R, = (ía, a), (b, b), (e O) 


ta. a), (b, b), (c, c), (a, b), tb, ad) 
R = (ía, a), (b, b), tc, c), (a, o), (c, a} 
Ra = [(a, a), (b, b), (c, c), (b, c), te, b)) 
Rs =ExE 


15 


ha) ¢20 b) 20 


45. {a,b} 


¿Ay 


2º 13745 

la,b,c,d,e) 

{a,b,c,d} 
{a, b, d} 


47. 


{a,b,c} 
to) 


=LEQ|L>y2 
tEQle< -T 
Ainf, sup, max, min 
50. £. s. = 30 
t.i=2 
sup = 30 
inf=2 
Amax 
Amin 


51.€ 


ta) e ib} 


sup = (a, b, c, d} 
Ainf 

max = fa, b, c, d} 
Amin 


wy lxe 25 y 
(1,0 e (1,0) 


sup = (2, 2) 
Amax 
Amin 


(C 35 E) 


fa, b, c, d} e fa, b, c, d, e} 


53.R,e Ra 68. f4 = ((a, 1), (b, 1), (c, 2) 


fa = ía, 1), (b, 2), (c 1) 

OS fa = lla, 2) (b, Nite, 1) 
56.5, = {(0, 3} (1, 3), 2, 3) f4= to, 1), (b, 2), tc, 2) 
fa = KO, 3), (1, 3), (2, 4) fs = (a, 2), (b, 1), (G 2) 

Fa = 10,3) (1,4), (2,3) Fa = (la, 2, (b, 2), (61) 


Maraea e 
5 = {(0, 4), (1, 3), (2, fa = lía, a), (b, ©, (c, b)} 
fo = {(0, 4), (1, 3), (2, 4)) f3 = {(a, b), (b, a), (co) 
£, = fO, 4), (1, 4), (2, 3) AER 


5 f4 = {(a, b), (b, o), (c, a)} 
Loria Mea) fs = (ta, o, (b, a), (e, bh) 


57. f =((0,0,(1,0,1,0), (42,1), tm, — 1) fe = Ka, c), (b, b), (c, a) 
2 
(2,10) 70.a) 1,58 12 
3 b) náo 
58, 1, 4, 1, 5, 0, respectivamente o) sim 
5 7 Es 73. injetoras: b, d, e 
59. (0) = 23 5, s De 2,413) = sobrejetoras: b, e 
=33 e fl-25 \= 5 -41 76.a+0ec+0 
=3w3e Á 5 ) =5 5 
79. a) não 
60. só no 1? e 2º casos b) sim 
61.(7.8),(7,8),16,8,91,(6,7,8,9),10,1,3,4 Ofw |x=00uy=0 
e {5} respectivamente d) (0, 2) 
e) R, 


62.1, 3, 42 — 1,10, 1), [0, 2], R$. [-3,3], t 
[-3,3] e Ø respectivamente 8119400 =x +1 
o 2x, sex > 0 
2º) 00) -( 


63.10,2,R,,R,,(-1,1,-4, 22), [-4,292), -2x=1,5sex<0 
Ø respectivamente 3%) f(x) = 2 


54.2) 0 49400 = 


b)1 
c) 81 aru b 
d) (2, 4), (4, 2), (16, 1) A Ta 
e) (5, 4), (25, 2), (625, 1} SA 
D(0yN|y E NIU {x 0) [x E N} 83. f o 
91 
DEAD] 84. f'(x, y) =(x- 3,2 y) 
only En 85.904 = (1,8, (2, 8} (3, 9)} 
65. fy f2 nem injetora nem sobrejetora 
66. fz f4 86.g o f=f, f © 9=9, g © h={la, d), (b, 0, 
(c, O, (d, adj h o g = {(a, b), (b, b), (e, d), 
70D FAA id h, hos= hh oh= {a b) tb b) {G b) 
f,=((a,2,(6,0) fs = (03,6, dd) 


f3 ={(a, 2), (b,3} fe = {la 1), (b, 3)} 


(> 31 4) 


87.(f o gx) =x? +1 
(go f) =x? + 4x +3 
(Fo hix) = 3x +2 
(gogx) = x! — 2x2 
(go hi) = 9x? — 1 
(hogt) = 3x2 — 3 


88. (f © g(x) = x6 + 3x4 + 3x? +2 
(gc flx) = xê + 2x? +2 
(Fofi) =x? + 3x8 + 3x3 +2 
(go g) = xt + 2x2 +2 


89.a =13en=2 


90. 9(x) =2x? -x-2 


2 
3x — 1,sex=7 


3 

MIC = K 
-3x + 3,sex <3 

3 

é =“) 3x+1sex>0 

(6 Po) =] ax +1,sex<0 


x t2sex=s -1 


=2x— 1,58 -1 <x S0 


1 


92. (f o F(x) =y -1 + 4x, se 0 < x<3 


1 
der EA = 
X, Se x 2 
201 = x) sex <1 
21 +x} sex => 1 
1+x2,sex= —1 
1-x2,se-1<x<0 


93. (£ © 94) -f 


(go Pt) = -2x se0<x<1 


1 
1+ 2x, sex => 
94. (fo g(x) =x 

(go f)(x) 
então g =f7! 


95. a) (fo go) 
(Fo $) 
go gb) = 

b) Abd =x- 2 


98.c,e 


101. 9,1 


102. f = {(0, 0), (t, 1), (4, 2), (9, 3), (16, 4), 
(25, 5) 


103. f, ly 
104. g: R — R tal que g(x) = 2* 
105. associativas: c, d, f 

106. associativas: a, b, c, d, € 


107. c =0,a E {1, —1} e b € {0, 1} 
ou 


c0ea=b=1 

108. comutativas: a, c, d, f, i, j 
109. comutativas: a, b, c, d, e 
110.a=b 

111. têm neutro: c, d, f, i 


112. têm neutro: b, c, d, e 


n3e= (7 gema ER 
o. o, 


14.a) m= men? =n 
b) m= 
dm=n=1 

1M5.(a=b=0ec*0)o0u(a=b+0ec 
qualquer) 


116.c) 0 
dx lxeR 
fjo 
ixx} 
117.b)Z x Z 
oQ {xy jx=+1ey E Z2} 
d) {xy |xEZey=11} 
e) ((1, 0), (0, 1), (—1, 0), (0, — 1) 


118. 0,2%) = {x y, 2 |x yz € (-1, 1H 
119. b) (xy) | x E UE) e y E ULA) 


120. a) R H R- {1} 
böð gZ — {0, —2} 
OR, h) O — (0, -1) 
d) R DR 
e) R" PR 


(> 352 E) 


11.39 dZ x z" »la[s [tao aa 
bDZxz e) Z" x Z* clio |uleola 
+ ze 
c) Ztx Z ia| Ø j| i| O ia} 
123. R -(2,5 woj olw] w 
77 ta, by Ø | taj | {b} Ha, by 
126. i are o = fal Ta | 46} [ta] 
127, a, b, Ø | Ø| ta} | tb) a by 
128. b,c, f {a} | {a} | Ø |ta by) {b} 
132. a) 121315 tor | {b} (a,b Ø | ta) 
pifajita la, bj ta, b} (0) | tas | O 
212112 
3 1/1/3]/3 134. a) [+[O[1[2]3 
6|1i|2|3[6 ofo/1[2[3 
1112310 
b) 11313127 2[2[3(0)1 
1l1f3[9/2 313101112 
3/3/3/9/27 Z 
a |9| 9 [927 b) RRD 
27|27|27|27| 27 DONE 
9 1 [v2]32 5 > 5 £ + 
apa] 
2) 1 v2]3/2 135. a) (51011121314 
32[1 o/o/1/2/3/4 
[i[1/2/3/4/0 
2[2/3/4/0/1 
3[3/4/0/1]2 
aajo 
boroa 
e ENE ojojojojojo 
A 1/0[1/2/3/4 
[ERA IRA 2/0/2/4[1/3 
alera 3/0/3/1[4/2 
UNEN ES 4joJa(3/2/1 
136. [UAE COJE 
33a To (aj | 1b} (ta, b} AJAJAJAJAJA 
Ø| Ø| day] {b} [ta 6) cla 3 t Bic 
ta | ta) | to) (a biia, b} D/A[B|B|D|D 
do) | tb} [to by] (ot fia bi ElajajcjDiE 


ta, bj ta, b)| ta, b)] ta, bljta, b} 


(SS 353 Co) 


137.3)[ lalo] al falo] D al 142 lo |Hfa Falta 
ajaja albjal ajb|b| AA NATA 
A 1| fil f2| f3] fa 
bjaļa bibial bjbjal AAAA 
bi Tab) Wp Tojo mf Jafb fs] fal fal fa fo 
ajalal ajoja alblb| Fal falo IA 
blalb) blalb) blalb| alta Mitalía 
onda d a "pd 1% Aaja 
alaja aļa| b| ajoja Fil fil fal fal fal f5| f6 
blb blb blb 
p 2 folfalf1]$5] fofa] fa 
Tar] D [ee o Fa fal fal fal fil fajfe] fs 
aj alb] aljalb! aja fal fal FA fel fo fil f: 
siff 
bjalal lalo b) Fs fs| f6] fal F| fal f3 
ef Talb) KT Talb P) [Tal] fel fel fs] fa) fal fifi] 
[a] bla ajaja aj bjb! 
blalal b[b/b] b[bb| 144. a) comutativas: todas 
EN b) têm neutro: todas 
a J h c) elementos simetrizáveis: 
blajal te) {1} {V2 h (rh (1,4 1,8 
d) elementos regulares: 
138.22 b2 92 d2 2 (6), 0) 42), teh 01,4 1,8 
139. [5 TATA Ala 145. )d De Ice Ac sd 
FA AAA 146. [AJATBICID 
AAE AjAj8ic|D 
fal fa) Fil Fal fz elele[clo 
FARA FALAEA clelclcjD 
olojo o|o 
a) fa 
b) todos a) A b)A A 
O fa fa f3 efi 147. comutativas: a, © 
140. [7 têm neutro: a, b, € 
+ Si E 2 E a i elementos simetrizáveis: 
fifa] fa) fa aja, b,c,d 
EEES b) b 
[ff AJA] cltodos 
AAA AA 
148. [+]aTo]c]d 
ajbjald|c 
141. $; = ((0,0), (1, D} bloloicld 
(0, 0), (1, 0)) cidiclalb 
BONO AT; diclólele 
= ((0, 1), (1, 0) 2/A/%)|13/% 
ton (o) A 19 TefaroTo 
AAA elelajbic 
ajajajala 
fa) fa) A] blblalcle 
FAFAFAEAEA clclafelb 


150. 


ao [e-[o [+ 
afa [oa la 
a [o [a [eo 


cla [a fa [a 
a [on la fa 


151. 


o for fala ln 


aja [ola [a [a] 
a lalo [oa [e 


e [a Ja [oa [+ 
a [a [a Ja [a ja 
Sa jaja ja [o 


152. (1,2, 4), (1, 2, 6), (1, 2, 12), (1, 3, 6), 
(1, 3, 12),(1, 4, 12), (1, 6, 12), (2, 3, 6), 
(2, 4, 12), 42, 6, 12), 13, 4, 12), 43, 6, 12), 
(4,6, 12) 


153. XCYouUYCX 


154. 


ma [a loo] 


E 
c 
b 
el 
c 


alelo fo 


155. Em R}, x * y = yx? + y? 


156. 


ajoja To 
e [aja [aja 


157. 


ajoja To 
S fo [a |n | 


Capítulo IV 


cf 
7, a) sim 
b) não, pois U + (Z xZ) = (1,1), (1,9, 
(=11} Ga PO 


14. ela 
efeja 
ale 


15. 


17. 


alejafa 


19.TelaJbjcjd[A] 
elejalb|cld|f| 
ajajbjc|d|fle 
blblcidiflela 
clcldiflelalb 
d|d|flelalble 
flflelalbicid 


20.x = c!brtarlebr! 
21x=bc Ib! 

22.x= bo”! 

28.A 

29.4 

30.4 

31.4 

32. não 

35. subgrupos: H1 e H2 

36.a, c 

37. {0}, {0,2} e Z4 

38. b) subgrupos: fe, c}, (e, f}, fe, d} e {e, a, b} 
39. b) subgrupos: te, c} e fe, b, d} 


44. 


subgrupos: {0}, (0, 3), (0, 2, 4), G 


48. homomorfismos: a, b, d, e, f 


C> 35 ED 


49. injetores: a (se k + 0), c, d, f 
sobrejetores: c, e, f 


50. a) (0), se k + 0, ou Z,sek=0 
b) {1, —1} 
d) {0} 
e) {0 y) |y E€ Z) 
110 


51.N(f)=(x 9 EZ2x7|x=y) 


52, endomorfismos: a, b, c, d, g 
núcleos: a) (1, —1) 
b) (cos 6 + ¡seng]| DER) 


9 1} 
ay 
1,31 -8 
of > Ad 203 i 
57. N(f) = (0) 
Im(£) =R} 


58. Todas são homomorfismos. 
núcleos: a) (2,9 | y ES 
b) xep] xE 6) 
o) {eg} 
d) fleg, e} 
e) tej 


59. 


afefe [a 
nJojo [o |. 
Sn [a la [a 


oja[a[=[aja la 
ajaloos [e ||] 


Ox=b larlol=dfe=e 


67. 
FAR 


74. 


99. 


100. 
. H,£20H e f30H à esquerda, com 


103. 


104. 


106. 


FR R tal que f ` '(x) = iogax 


£f, = le e), (a, a}, (b, b), (co) 
f = (te, e), (a, b), (b, c), (c, b)} 
fa = ee) (a, b), (b, a), (cc) 
fa = tee). (a, b), (b, c), (c, ad) 
$5 = Ke, e), la, c), {b, b), (c, a)} 
fe = lle, e), (a, c), (b, a), (c, b)) 


Lal =Z 
Bl, =3Z 
372,371,1,3,32..) 
W=(1,-1-8 
) ciclico: Z y 
náo cíclico: grupo de Klein 
. [b] = (e, b, d, g} 
otd) =2 
G náo é cíclico 
x=c 


H1+He2+H 
47,1+ 42,2 +42 3 +47 


sl, en 2 3 


231 132 
123 

H, Hofe Hofa com f¿= 
AREA (51) 


É finito porque: 

(a,b)=( d)>a-bEZeb=d 
(mod 2) 

Entáo: 

Z «117 x 22 = (0,0, (0, 1) 


Há infinitas classes do tipo (n, 0) +H, 
comnEZe0E Z, 
Z+(-1)=Z 


1_j2n+1 
¿Lal 
Z 7 f 7 Inez} 


.H=(0,3) 


G/H=4H,1+ 4,2 + H} 


+ H N+H2+H 
H H M+H2+H 
T+HTAH2+ HH 
23+H2+H] H JT+H 


E 356 EA 


H=(0,2,4) 
G/H=(H,1 + H} 
+ H [T+HA 
H H |I +H 
+ 


T + H[Z +H] 
T7 + HIZ +H] 
Za/H LH + H|2 + Hm] + H] 
AHI A3 +H) H 
3 +H 1H H [T+H| 


w] 
++|z[+|+ 
EJEA Ia 


mif =] 


1 +22 
1+2Z 


¡o AE: 123 

ms, 12 el, 3 i) 

136. a) (1 8) (3 6 4) (5 7) = (1 8) (B 4) (3 6) 
67 
b)034906(587)=(14(3)26) 
(5758) 
)(13478653=(12(15 (16) 
190473040312) 


AE E 
21543697810, 


(35) (7 9 8) 


138. a) +1 b) +1 d-1 d)-1 


139. a) ímpar b) impar 


140. a) (1 7 9 2 5 3 8) (4 6); impar; —1 
b) (1 6) (2 5) (3 4); ímpar; —1 


141. a) par b) ímpar c) par 
Capítulo V 
10.0=1,b=c=-2,d=6;sim 
16.FTa]b afb 
ajaj6| ajaja 
b [b |a blolb 
17.[+[a[b Je aloje] 
ala|b|e afajala 
blbfale bla 
c|cjbja cja 


18.F[aJ6]<]8] lalola 
ajalbicld alalalala 
blblaldlc blalblcid 
clcldjalb clalclcia 
d|d[c[bla dla[da[al|d 
20.a,c,d 


21. São subanéis: a, c, d 
22.Ly Ly ls 
25. {0}, {0,3}, 10, 3,4} e Ze 
26.x=1 
27.x=6 
28.x=y=3 
29.x € (3,7, 11 ey=5 
31. inversíveis 
a) (1,1% b) (09% 
940,0, (1-0, 64, 0, 61D) 
d Zye) A 3,71, 3k 
g} {A E MAR) | det. A + 0); 
DOT 
regulares 
a) 2%b) Q"; o) Z*x 2”; 
d) e) f) 9) h) idem inversíveis 


32. anéis de integridade: Z, Q 
corpos: Q e Z3 


33. divisores de zero: 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 
14, 15, 16,18, 20, 21, 22 
elementos regulares: 1, 5, 7, 11, 13, 17, 
19,23 
elementos inversíveis: *, 5, 7, 11, 13, 17, 
19,23 


34.2) Q - (1) 
blix)ezxZ|x=11) 


35. divisores de zero: (0, y), y E Z* 


44.N(Z) = (0) 79. f(x) = (0,0), 260) = (x, 0), 
NIZ 6) = 10) $300 = (0,0 e fad = (x) 
N(Zg) = (0, „6} 

N(Z, x Z4) = ((0,0), (0, D} 
NIR?) = {f E R" | f(x) = 0, Yx} 


80. f: Z x Z — 7 tal que f(x, y) = px ou 
Fix, y) = py com p E Z. 


5 85.a)3 Do do do e)24 fo 


+ divisores próprios de zero: (x, 0) ou (0, y), 
comx+ 04 e y + 0g 86.0 
inversíveis: (x,y), com x € UIA) e y E U(B) 87.7 
-Zm 


BRA 91. Não; porque 1:14 = 14 É Op 


54. Nem sempre; só se K = (0, 1) 99. São ideais: a, b, c, e, 9,1,). 


56. É verdadeiro. Uma família de subcorpos de 


100. É ideal à esquerda: d 
R é formada pelos conjuntos da forma 


Q/yp),p primo e inteiro, Qlíp | =(x+ 102. a) (0,23) © Za 
+yB [xy € 0). eae Ena 

i ga gr 

59. São homomorfismos: c, d, e, f, g. d) R h) C 


60. núcleos: c) {0} 


103. (0), {0, 2, 4, 6}; (0,4) e Z. 
DO ly Ez OMAA RENIO ea Es 
O, 


e) ((0, 0)) 105. b) J = (5,8) 
f) {x € Z] x = 0 (mod n)) 107. b) 5e -5 
o 117. (44), 6) = (2) 
61. hornomorfismos: a, b, e pe ear 
núcleos; a) (x, 0) | x E Z} 122. (x) em Zlx] 
bix 0) |x E 2) 130. R/(0) = R 
010) R/R = {0} 
65.A=8=Z x Z e f(x, y) = (x, 0) 133. A =Z,1=4Z e A/l= Z4 
68.f 'x)=x +1 135. a) N(f) = 4Z 
76. a) Há 9 possibilidades: b) 0:Z — Z4 tal que a) =X, com X = 
m=n=p=g9=0 =x +42 


2)m=p=g=0en=1 
3n=p=g=0em=1 
4m=n=p=0eq=1 
S)m=n=q=0ep=1 
6 m=p=0en= 
Qm=q=0en=p 


Capítulo VI 


1. f0) =1F(M) = 16; F(-1)=0 


2.(4-2-2-1938=1 


3. (f + gQ) =12 -x + 5x2 4 5x? 
(g — AMO =3 + 4x +x? + 50 axt 
b) f é automorfismo nos casos 7 e 8. th — fì) = -5 — x — 4x? + x’ 


77. fi =D e fal) =x 4.9100 = 14 + 21x — 26x? + 3x3 — Mê 
= - 2 A 5 
78. 0) (gh) 00) = 14x — 21x? + 9x7 — 3x4 + x 


D, fo) =X, = 
PO = X, 300 =3X e MV) = dr ist 15% x5 
Fal) 5 3 


ES 
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So=yb=-c=4f '= 1 
2 


7. São subanéis: A e B. 
São ideais: A e B. 
8. -6L + 11x-6=0 
. £(6) = 
1D.0=-1;b=6;c=1 
M.a=-1eb=c=0 
1.0=2b=1a-b=1 
13.0=8/b=-9c=3 
15.sea=1,9f=1 
sea= -haf=2 
sa+lear has =3 
16.9(fg) = 10; ə(f? — 9) = 
alf? + g?) <10 


MS - 9) = 
af = 
ag? =6 
alf +g) = 12 


19.ad = bc 


2 
20.)0=% compqeZeg+0 
q 


bacR, 
c) a qualquer 
22, P(x) =x? + 9x? — 34x + 24 
P(-1) =66 
23.a) Pl) = Cra 
n(n + Bn +1 
bs = q e ) 
6 
27.0<p<n-1 
28.p -q1 
as 
31.0=sgib= 54 
32. p(x) -3x+2 


33, [quociente =x24+x+1 
resto = 0 


34.ja +b+c+d]=96 
35. cinco 


36.m=3 


NI 


37. quociente = 2 


resto = R 


40.2x? +x? 4 3x1 


Mr=1 
3 3 1.21 
42.0= ,q00= 2x2 =x-2 
19:10 = ¡GA GA o 
2-23e-3 
10 14 
ap=-E EA 
p=-3 e 9=-3 
46.1 = 231 


48.P(x) =x? + x? — 4x + 2 


50,1=x+3 
PW) = Do dx 5 
51. 
5 
az 
ER) 
520) a=1 


b) qlx) = 2x3 — 2x 
rx) ==x + 12 


a/a 3 3x? + 9x— 27 
r= 
BEK q=x? + 3x? + 9x + 27 
lr=162 
A AS 
1=64 


A — 2x? + 4x? — 8x + 16 
64 


o 3x? + 9x2 + 27x + 81 
r=486 


DN 3x? + 9x? — 27x + 81 
r=0 


56.(x — a)(x + ax? + a?x? + a3x + a) 


57.R(x) = 


; Q(0) = 1 
58.YnEN 


=2x3- 2x4 2 
59.000 = 2x 2* 4 


60.7 = 257 
63.0=-1;b=1 
64.0 = -3;b=2 
66.a =23b=1];m=3 


x 


68.r= E 


3 
+x+5 


71. k- (x$ — x? — 6x2 + 14x — 12) = 0, com 
k*0 


72.3 
73.0=2b=-2 
74.m +2 

78.1, -1,2,-2,4,-4 


79.5 = (1,3, y 


efejl. A 
ms-(4:3) 
ens=(23,2) 

5 
83.5 = {1, —1, 2, —3} 


sas = 1, -3,=6, 143, cita! 
2 2 


ess=[1,-1,2,1,22+55, 23-15 
2 2 es 
86.5 = (1, -1, -4) 


88.x% — 5x7 4 7x2=x-2=0 


89.5 = -1,1,1 +52,1- x2 
2 


91. É maior ou igual a 5. 

93. S= {—1,2 + 31,2 — 3i} 
94.m=-23n=0 
95.5 = (Li -h 
96.5=(1+21,1 — 2i 2} 
97. f(x) =x? — 2x? + 3x -4 
98. f =x — Sx? +6 


9.1+14+1-3 
a 4 


b c 
Ed 
100, E=5 


101.4? + 624024 d2=47 
103. 5 = {2, —1, 3} 
104, $ = {2,3,5} 

105. S = {—6, 3, —2) 

106. S= (-6,-4,3) 


-oore 
107. h = -1 ou h 3 


108. m = —3 
3 ¡>= E) pia 
ou 5(1 +13) ou 5(1- 143) 
=!3 ab 
109.5 =[5, 1 
110.p=4q=3 


111.p=-2q=0 
oup=-1;q=1 


112. P(x) = —(x — Dix — SMx + 2) 


113. a) Em Q [x], f = (x? + 20? — 2). 
b) Em R [x], f = (x? + 2x +42) 
—v2). 
Em Cix), f = (x + i2 x = 02) 
(+ 2) 42). 


116.1 +xt= (1 = 2x + + 2x + x?) 
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119. a,b,d 


120. a) Em Z [x], f = 4(1 + 2x?) é redutível, 
b) Em R [x], f é irredutível, pois 4 é in- 
versivel. 
c) EmC Ix], f=4(-i +24 + 2x) 
é redutível. 


121. c=60ua=10 


Capítulo Vil 


6. b) 2/0 = {0}, 1, 1),(-2, 2), ..) 


9. a) (i): verdadeira 
(iii): falsa: 


10, divisores de 1 + 21:11, 21,1 + 21,1 — 2i, 
=2+142- 1 


16.a) (1,1) 
18. a) (-1,1) 
19.a) {-1,1} 


20. divisores comuns: +1, +3,2 + \ 25, 
-2 =- 5 


30. a) quociente = 1; resto = -1 — 3; 


32. b) quociente = -3 + 2,2; 
resto=2 +12 


35. Um máximo divisor comum é 3. 
37. b) -18 + 24i 


39.a) 3(x? + 2x + 2) 
b) 2x? + 2x + 1 é primitivo em R [x] 
o0 +D -ie +x- il 
0212 + (12 1)x+ 212] 


40. a) (2x2 + 3x + 36) 
b)b2— 5(1 + ix + 4) 
o — [21+12)x + 
44442 
+(-2+212)x+,12] 
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Inteiramente reescrita e ampliada, 
a presente edição de Álgebra moderna, 
dos professores Hygino H. Domingues 
e Gelson lezzi, ajusta-se mais adequadamente 
as atuais tendências do ensino universitário 
de matemática. Entre outras características, 

a linguagem é menos simbólica e formal que a 
das edições anteriores e o conteúdo é muito mais 
rico em exemplos e ilustrações. Há também uma 
série de notas históricas que contam as origens 
dos vários tópicos abordados. As listas de 
exercícios foram reelaboradas e enriquecidas, 
visando a uma integração maior com a teoria. 
O conteúdo abrange os seguintes tópicos: 


e Conjuntos e demonstrações 
e Aritmética dos números inteiros 
e Relações, aplicações e funções 
e Grupos 
e Anéis e corpos 
e Anéis de polinômios 
e Anéis fatoriais 
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